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摘　要:非线性模型预测控制(NMPC)的优点是能显式并优化处理控制量和状态量的约束 。

文献[ 6]提出的准无限时域 NMPC是保证 NMPC 稳定性的主要算法 。在文献[ 6] 的基础上 ,

讨论了约束离散时间系统的准无限时域 NMPC 算法 。最后通过一个具体的数值算例验证了

算法的有效性。

关键词:自动控制技术;非线性模型预测控制;约束;稳定性;离散时间系统

中图分类号:TP273　　文献标识码:A 　　文章编号:1671-5497(2009)04-1002-05

Quasi-infinite horizon NMPC for nonlinear discrete-time systems
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Abstract:An important advantage o f nonlinear model predict ive control(NMPC)is it s ability to cope

wi th control and states constraints in an explici t and optimal w ay .Quasi-infini te horizon NMPC [ 6] i s

the main alg orithm to guarantee stabili ty o f NMPC.Here w e ex tended quasi-inf ini te horizon NMPC

scheme [ 6] to discrete-time sy stems.A numerical example is given to illust rate the effect iveness of

the proposed algo rithm.
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　　模型预测控制(Model Predict ive Contro l ,

MPC), 又称为滚动时域控制(Moving Ho rizon

Contro l)和后退时域控制(Receding Ho rizon

Contro l),是近年来被广泛讨论的一种控制策略。

MPC的机理可以描述为:在每一采样时刻 ,根据

当前量测信息 ,在线求解一个有限时域开环最优

控制问题 ,并将得到的控制序列的第一个元素作

用于被控制对象;在下一个采样周期 ,重复上述过

程。对于非线性并且有约束的系统 ,由于无法通

过直接求取系统的 Hamil ton-Jacobi-Bellman 方

程来获得其精确解析解 ,所以这种依赖实时数值

优化的方法获得了广泛的关注 。目前已初步建立

了分析模型预测控制稳定性 、鲁棒性和最优性的

理论框架
[ 1]
,并且相关的成果被大量应用于化工 、

冶金制造等过程控制领域[ 2] 。

为保证非线性 MPC 的稳定性 , 最直观的方

法是采用无限时域[ 3] ,但这使数值寻优几乎不可

能 ,即使采用工程意义上的无限 ,即“足够大”时

域 ,也会使 MPC 算法因缺乏实时性而无法应用。

文献[ 4] 在开环优化问题中加入等式约束条件

x(t+T)=0 ,强制系统的终端状态回到平衡点。

采用终端等式约束的缺点是:为满足终端等式约

束条件 ,要求在非线性规划中无限次迭代计算 ,这

将大大增加在线优化计算量 ,并且这样的约束将
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使非线性优化问题只在很小的范围内有可行解。

文献[ 5]用终端不等式约束代替终端等式约束 ,提

出了在系统终端域之外由 MPC 控制 ,在终端域

之内则由状态反馈控制的双模变时域 MPC 方

法。双模变时域 MPC 是一种切换控制系统 ,并

没有解决预测控制的稳定性问题 。文献[ 6]提出

的准无限时域 MPC 通过在非线性优化问题中引

入满足一定条件的终端代价和终端不等式约束

(终端域),解决了非线性 MPC 的稳定性问题
[ 1]
。

由于准无限时域 MPC只要求在每一采样时刻开

环优化问题存在可行解 ,不依赖于最优解 ,并且控

制性能更接近无限时域的最优化问题 ,因而相应

的设计方法成为保证 MPC 稳定的主要方法[ 1 , 7] 。

作者在文献[ 6]的基础上 ,讨论了约束离散时

间系统的准无限时域 NMPC 算法 ,并用三容系统

的数值仿真验证了算法的有效性.

1　离散时间准无限时域 NMPC

1.1　问题描述

考虑如下非线性离散系统

x(t+T)= f(x(k), u(k)), x(0)= x0 (1)

式中:x(k)∈R
n
, u(k)∈R

m
分别表示 k 时刻系统

的状态和输入。

系统的输入和状态量约束分别为

x(k)∈ X , k ≥0

u(k)∈ U , k ≥0
(2)

式中:U 是控制输入的可行解集合;X 是系统状

态的可行解集合 。

在本文中 ,假设系统的状态完全可测 ,系统的

模型是精确已知的 ,并且不考虑外部扰动对系统

的影响。

假设系统满足下面的条件:

A1:f:R
n
×R

m
※R

n
是连续的 ,且 f(0 , 0)=

0 ,即 0∈Rn 是系统的平衡点。

A2:U  R m 是紧的 、凸的 , X  Rn 是连通的 ,

点(0 ,0)包含于集合 X ×U 的内部 。

首先讨论无限时域的最优化问题 ,在此基础

上引入离散系统准无限时域 NMPC 算法的基本

要素和设计思想 。无限时域最优化问题要求最小

化性能指标

min
u(·)
J
∞(x0 , u(·)), J ∞(x0 , u(·))=

∑
∞

i=0
F(x(i),u(i)) (3)

式中:F(· , ·)满足如下条件:

A3:F(x ,u):R
n
×U ※R 关于自变量 x 和 u

均连续 ,并满足 β(‖ x‖)≤F(x ,u)≤α(‖ x ‖),

其中α(‖ · ‖),β(‖· ‖)是 k类函数 。

对于约束的非线性最优化问题(3),求解系统

相应的 Hamil ton-Jacobi-Bellman 方程是一件非

常困难的工作 。即使对于线性系统 ,由于约束的

存在 ,目前也无法给出通用的求解方法 。

可以将式(3)改写成如下的形式

J
∞
(x0 ,u(·))=

∑
N-1

i=0
F(x(i),u(i))+∑

∞

i=N
F(x(i),u(i))

　　设 Ψ是平衡点的某一邻域

Ψ:={x ∈ Rn|E(x)≤α, α>0} (4)

在 Ψ内假设存在一个局部渐近稳定的控制器 u=

k(x)满足下面的条件:

B1:Ψ X 。

B2:对于所有的 x ∈ Ψ,有 k(x)∈U 。

B3:对于所有的 x ∈ Ψ,正定函数 E(x)满足

Hamilton-Jacobi-Bellman不等式

E(x(s))-E(x(j))≤-∑
s

i=j
F(x(i),u(i))

0 ≤j ≤s ≤N (5)

则称 Ψ是非线性系统的一个终端域 。

注 1　上述条件表明在终端域内 ,局部控制

器 u=k(x)使得控制系统满足约束(2),且是正不

变的
[ 6]
,即系统始于 Ψ的所有轨迹保持在 Ψ中。

在 Ψ 内 , 由 于 ∑
∞

i=N
F(x(i), u(i)) ≤

E(x(N)), 可以考虑用性能指标(3)的上界

J(x0 , u)=∑
N-1

i=0
F(x(i), u(i))+E(x(N))

来代替性能指标(3),同时将无限时域的优化问题

转化为有限时域的优化问题。

问题 1　设 k 时刻系统的状态为 x(k),离散

系统准无限时域非线性模型预测控制的优化问题

可描述为

min
u(·)
J(x(k),u(·)) (6)

式中: J(x(k),u(·))=

∑
N-1

i=0
F(x(k +i), u(k +i))+E(x(k +N))

同时满足

x(k +i)= f(x(k), u(k)), x(k;x(k), k)= x(k)

(7a)

u(τ)∈ U ,τ∈ {k , …, k +N -1} (7b)
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x(τ;x(k), k)∈ X , τ∈ {k , … , k +N -1}

(7c)

x(k +N;x(k), k)∈ Ψ U (7d)

式中:N为有限的预测时域;x(τ;x(k), k)为在控

制 u(·)的作用下系统起始于 x(k)的预测状态

轨迹;E(·)称为终端代价函数 。

1.2　系统的稳定性分析

定理 1　对于非线性系统(1):①假设 A1 ～

A3成立;②存在局部渐近稳定的控制器 u =

k(x),平衡点的邻域 Ψ和正定函数 E(x)满足条

件 B1 ～ B3;③在 k=0时刻开环最优控制问题 1

有可行解;则在不考虑外部扰动和模型误差的情

况下 ,有

(a)对于任意时刻 k >0 ,最优控制问题 1有

可行解。

(b)闭环系统是渐近稳定的 。

证明　(a)假设在 k 时刻测得的系统状态为

x(k),由假设知 ,此时开环最优化问题 1 有可行

解 , 记为U
＊
(k)=[ u

＊
(k/k), u

＊
(k +1/k), …,

u
＊(k+N-1/k)] T ,对应的在[ k , k+N]区间的状

态序列为 X
＊
(k)={x

＊
(k/k), x

＊
(k +1/k), …,

x
＊(k+N/k)}。

按照模型预测控制的原理 ,将开环控制序列

U
＊(k)的第一个元素作用于系统 ,得到 k +1 时刻

系统的状态 x(k+1)。在不考虑外部干扰和模型

误差的情况下 ,有 x(k +1)=x＊(k+1/k),在 k+

1时刻选择开环最优问题 1的一组解为

U(k +1)={u
＊
(k +1/k), … ,u

＊
(k +N -1/k),

k(x＊(k +N/k))} (8)

对应的预测状态序列为

X(k +1)=

x(k +i/k +i)= x＊(k +i/k), i ∈ [ 1 , N]

x(k +N +1/k +1)= f(x＊(k +N/k),

k(x＊(k +N/k)))

则显然 x(k+i/k+i)∈ X , i ∈[ 1 , N ] 。考虑到 Ψ

的不变性 ,有 x(k+N+1/k+1)∈Ψ,所以U(k+

1)是 k+1时刻开环最优控制问题 1 的一组可行

解。

(b)记 k 时刻目标函数的最优值为

J
＊
k =∑

N-1

i=0
F(x

＊
(k +i/k), u

＊
(k +i/k))+

E(x＊(k +N/k)) (9)

k+1时刻考虑可行解U(k+1)的目标函数值为

J k+1 =∑
N-1

i=0
F(x(k +1+i/k +1),

u(k +1 +i/k +1))+E(x(k +1+N/k +1))=

∑
N-2

i=0
F(x＊(k +1+i/k +1),u＊(k +1 +i/k +1))+

F(x(k +N/k +1),u(k +N/k +1))+

E(x(k +1 +N/k +1))=

∑
N-1

i=0
F(x

＊
(k +i/k),u

＊
(k +i/k))+

E(x＊(k +N/k))-F(x＊(k/k),u＊(k/k))+

F(x(k +N/k +1),u(k +N/k +1))+

E(x(k +1+N/k +1))-E(x
＊
(k +N/k))=

J
＊
k +E(x(k +1 +N/k +1))-E(x

＊
(k +N/k))-

F(x
＊
(k/k), u

＊
(k/k))+F(x(k +N/k +1),

u(k +N/k +1))

因为 E(x＊(k +N/k))=E(x(k+N/k)),那么有

F(x ＊(k/k), u＊(k/k))+F(x(k +N/k +1),

u(k +N/k +1))+E(x(k +N +1/k +1))-

E(x＊(k +N/k))=F(x＊(k/k), u＊(k/k))+

F(x(k +N/k +1),u(k +N/k +1))+

E(x(k +1 +N/k +1))-E(x(k +N/k +1))。

　　由式(6),同时考虑到最优解不会差于可行

解 ,所以有

J
＊
k+1 ≤J k+1 ≤J ＊k -F(x＊(k/k),u＊(k/k))

(10)

　　由式(10)知 J ＊k 是不增的 ,由式(9)知 J
＊
k ≥

0 ,同时考虑到最优值函数 J
＊
k 关于自变量 x ＊和

u
＊连续(根据 A3 和 B3), J ＊k 是系统一个

Lyapunov函数。由于单调不增有下界的序列必

有极限 ,所以当 i ※∞时 , J
＊
k 收敛 。对式(10)两

边分别取极限 ,得 lim
k※∞
(F(x＊(k/k),u＊(k/k)))≤

lim
k※∞
J
＊
k -lim

k※∞
J
＊
k+1 =0。又因为 β(‖ x‖)≤F(x ,u)

≤α(‖ x‖),所以有 lim
k※∞
x(k)=0 。因为lim

k※∞
x(k)

=0 , J ＊k 是系统的一个 Lyapunov 函数 ,因而闭环

系统是渐近稳定的
[ 7]
,证毕 。

2　基于二次型终端惩罚的准无限时
域 NMPC 设计

　　通常称局部稳定的控制器 k(x)为终端控制 ,

正定函数 E(·)为终端惩罚 。终端控制 、终端域

和终端惩罚是准无限时域 NMPC 离线设计的关

键要素。本节中首先给出平衡点局部线性化后得

到的线性系统是可稳定的非线性系统 ,阶段代价
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为 E(x ,u)=x
T
Qx+u

T
Ru(Q≥0 ,R>0)时终端要

素的一种求解方法;在此基础上讨论基于二次型

终端惩罚的准无限时域 NMPC的设计方法 。

定理 2　考虑非线性系统(1)在原点的线性

化形式

x(k +1)=Ax(k)+Bu(k) (11)

假设式(11)是可稳定的 ,则存在线性状态反馈控

制

u(k)=Kx(k) (12)

使得 Ak :=A+BK渐近稳定。记 Q
＊
=Q+K

T
RK

∈R
n×n
, κ>0为常数 ,则

(a)离散 Lyapunov 方程

A
T
kPAK -P +κQ＊ =0 (13)

有唯一正定对称解。

(b)存在一个常数α∈(0 , ∞),使得平衡点的

某一邻域

Ψ={x(k)∈ X |xT(k)Px(k)≤α}(14)

是非线性系统(1)的一个终端域 ,u(k)=Kx(k)和

x
T
(k)Px(k)是对应的终端控制器和终端惩罚函

数。

证明　(a)因为 Ak 渐近稳定 ,所以 Ak 的所

有特征值均具有负实部。对于给定的正定对称矩

阵 Q
＊
和参数 κ>1 , 离散系统 Lyapunov 方程

(13)存在唯一正定对称解 。

(b)因为(0 , 0) X×U ,所以总可以找到一

个常数α1 ∈(0 , ∞)和域 Ψ1 ,使其满足式(14)的形

式;并且对于所有 x(k)∈Ψ1 ,有 u(k)∈U ,即系统

在域 Ψ1 内可以看作是无约束的 。

定义W(x(k))=x
T
(k)Px(k),沿着系统(1)

的轨迹对其进行差分

W(x(k +1))-W(x(k))=

x
T
(k +1)Px(k +1)-x

T
(k)Px(k)=

(AKx(k)+ (x(k)))
T
P(AKx(k)+ (x(k)))-

x
T
(k)Px(k)=x

T
(k)A

T
KPAKx(k)+

2x
T
(k)A

T
KP (x(k))-x

T
(k)Px(k)+

 
T
(x(k))P (x(k)) (15)

式中: (x(k)):=f(x(k),Kx(k))-AKx(k)。

将 Lyapunov方程(13)代入式(15),有

W(x(k +1))-W(x(k))=2xT(k)AT
K P (x(k))-

κx T
Q
＊
x(k)+ T(x(k))P (x(k)) (16)

　　在 Ψ1 内定义参量 L 满足 L := sup

‖ (x(k))‖
‖x(k)‖  x(k)∈Ψ1 , x(k)≠0 (由于 f 是连

续的 , 所以 L 一定存在), 式(16)的上界为

W(x(k +1))-W(x(k))≤{2L ‖P ‖‖Acl ‖ +

L
2
 ‖P ‖}‖x(k)‖

2
-κx

T
(k)Q

＊
x(k)

为了得到W(x(k+1))-W(x(k))≤-x
T
(k)Q

＊

x(k)(即局部满足 Hamilton-Jacobi-Bellman不等

式(5)),只需要使

{2L ‖P ‖‖Ac l ‖ +L
2
 ‖P‖}‖x(k)‖

2
≤

(κ-1)x
T
Q
＊
x (17)

　　由于κ>1且当 α1 ※0时 ,L ※0 ,所以存在 α

∈(0 ,α1 ] ,使得 x ∈ Ψ={x(k)∈ X xT(k)Px(k)

≤α}式(17)成立;也即对于 x ∈ Ψ,

W(x(k +1))-W(x(k))≤-x
T
(Q+K

T
RK)x(k)

(18)

　　由于 Q≥0 、R>0 ,同时考虑到在 Ψ内有 u=

Kx(k)∈U ,则 Ψ是终端域 。

对于终端域 Ψ内的任意状态 x 1 ,将不等式

(18)从 k1 到∞时刻进行求和 , 并设初值 x(k1)=

x1 , 得到 ∑
∞

s=k
1

(W(x(s +1))-W(x(s)))≤-

∑
∞

s=k1

(xT(s)Q＊x(s)),由于 u(k)=Kx(k)渐近稳

定 ,所以 W(x(∞))=0 , 于是有 J
∞
(x(k1), u)≤

x
T
(k1)Px(k1)。因此 u(k)=Kx(k)和 x

T
(k)Px(k)

是对应的终端控制器和终端惩罚函数。证毕 。

综合考虑定理 1 和定理 2 ,可推得非线性系

统(1)基于二次型终端惩罚的准无限时域 NMPC

的设计方法。

推论 1　对于 Jacobin 线性化系统是可稳定

的非线性系统(1):①假设 A1 ～ A3成立;②选择

局部渐近稳定的控制器 u=Kx ,平衡点的邻域 Ψ

={x(k)∈X xT(k)Px(k)≤α}和正定函数 E(x)

=x
T
Px 分别作为准无限时域 NMPC 的终端控

制 、终端域和终端惩罚;③在 k =0时刻开环最优

控制问题 1有可行解;则在不考虑外部扰动和模

型误差的情况下有:

(a)对于任意时刻 ,最优控制问题 1有可行

解。

(b)闭环系统是渐近稳定的。

证明略。

3　三容系统的应用

三容系统是模拟多容器流程系统的典型实验

装置 , 是一个开环稳定 、动态响应比较缓慢的装

置[ 7] 。

在不考虑泄漏时 ,三容控制对象的物理过程
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用微分方程描述如下

Sdh1/dt =Q1 -Q13

Sdh2/dt =Q2 +Q32 -Q20

Sdh3/dt =Q13 -Q32

(19)

式中:Q13 =a z1 S nsgn(h1 -h3)(2g h1 -h3 )1/2;

Q32=az3Sn sgn(h3-h2)(2g h3-h2 )1/2;Q20 =a z2

Sn(2gh2)1/ 2 , i=1 , 2 ,3;h i 为容器的液位;Qij是从

容器 i到容器 j 的水流量 ,由 To rricelli规则 Q=

azS n sgn(Δh)(2g Δh )1/2得到。式(19)中 S 为容

器的截面积 , sgn(z)为变量的符号函数;az i(i=1 ,

2 ,3)为流量系数;Qi(i=1 ,2)为水泵注入容器的

水流量。表 1给出了上述公式中的物理参数 ,其

中 az1 、a z2 、az3是由实验数据辨识出来的 。

在本文中 ,选择目标液位 ho1 =45 , ho2 =25。

考虑到三容系统物理结构的限制 , 三容系统存在

液位和水泵流量的约束 。其中 ,液位的高度 0≤

h1≤58 ,水泵流量 0≤S i ≤166。

取目标值:h1 =ho1 , h2 =ho2(ho2 <ho1 <58

cm),相应的系统平衡点 xo(ho1 ,ho2 , ho3)和系统在

平衡点的控制量 u(Qo1 , Qo2)。选择采样周期 Ts

=1 s ,对系统离散化。定义(归一化 ,无量纲化):

xi =(hi -ho1)/hoi , i=1 ,2 ,3;ui =(Qi -Qoi)/Qoi , i

=1 , 2 ,得到系统的差分方程 x(k +1)=f(x(k),

u(k))。
表 1　三容实验的物理参数

Table 1　Parameters of three-tank system

S/ cm 154 S n/ cm2 0.5

H max/ cm 58 Qmax/(mL · s-1) 166

g/(cm· s-2) 980 αz 1 0.4116

αz2 0.7261 αz 3 0.4536

　　选择二次阶段代价函数 F(x , u)=xT Πx+

u
T
Ru , 其中 Π=diag{2.0 , 5.0 , 10.0}, R =

0.081I 。按照 1.3节介绍的方法求取系统的终端

域 Ψ={x/x
T
Px≤α},其中

α=37.7339

P =10
4

1.1467 0.0668 0.4293

0.0668 0.0194 0.0375

0.4293 0.0375 0.2095

　　选择 N c=N p=50得到系统的仿真曲线如图

1所示。

由图 1可知 ,在开始阶段水泵以所能够提供

的最大流量向容器供水。水泵流量和容器液位都

在允许的范围内变化 ,并且系统响应无超调。

图 1　三容系统的 QNMPC仿真结果

Fig.1　Simulation results of QNMPC of a three-tank

system

4　结束语

在文献[ 6]的基础上 ,讨论了约束离散时间系

统的准无限时域 NMPC 算法 。三容系统的数值

仿真验证了算法的有效性:在保证约束满足和系

统稳定性的基础上使闭环系统具有期望的动态性

能。
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