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含有时滞和时滞微分不确定系统的 H∞滤波
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摘　要:研究含有状态时滞和状态时滞微分的参数不确定性系统的 H∞滤波问题 ,其不确定性为多框架目标类型。对所

有允许的参数不确定性系统 , 设计一个线性滤波器 ,使得由不确定性系统和滤波器构成的误差系统为渐进稳定的 , 同时使误

差系统输入输出的传递函数的 H∞范数满足性能指标要求。基于线性矩阵不等式技术 , 给出滤波器存在的充分条件及参数计

算。以一个数值例子说明该方法的有效性和可行性。
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Abstract:ThispaperdealswiththeproblemofrobustH∞ filteringforaclassofneutraldelaydifferentialun-

certaintysystems, wheretheuncertaintiesbelongtothepolytopictype.Themainpurposeistodesignalinearfilter

whichcanguaranteethatthefilteringerrorsystemremainsasymptoticallystableandthetransferfunctionmeetsthe

prespecifiedH∞ -normperformance.BasedontheLinearMatrixInequalitytechnique, thesufficientconditionsfor

theexistingstablelinearfilterarederivedandtheparametersoftherobustfilteraregiven.Anumericalexampleil-

lustratestheeffectivenessandfeasibilityofthemethod.
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　　时滞现象广泛存在于实际系统中。由于时滞是

引起系统不稳定和使系统性能恶化的根源 ,因此对

时滞系统的研究具有重要的理论和实际意义 。随着

H∞滤波理论的发展 ,时滞系统的估计也成为一个研

究热点。文献 [ 1, 2]介绍时滞系统的 H∞ 、H2滤波

方法 ,给出时滞依赖和时滞独立的充分条件。对广

义中立这类系统的理论研究和应用在近几年也得到

重视
[ 3, 4]
, 文 [ 5] 给出一类线性中立时滞确定性系

统的 H∞滤波方法。然而实际系统本身都具有结构

或参数不确定性 ,但到目前为止还没有文献讨论含

有不确定性的时滞系统的滤波问题。因此 ,本文研

究具有参数不确定的中立时滞系统的 H∞滤波 ,其

中不确定性为多胞类型。基于 LMI,给出满足性能

指标的不确定中立时滞系统的 H∞滤波器的设计方

法 。通过 MATLAB软件中的 LMI工具箱 ,可以很方

便地求出滤波器的参数。虽然系统的参数是不确定

的 ,却可以找到一优化的滤波器。用一个数值例子

说明该文方法的有效性和可行性 。

1　问题描述

考虑一类含有时滞微分的系统:

x﹒(t)=A0x(t)+A1x(t-h)+A2x﹒(t- )+Bw(t)

y(t)=Cyx(t)+Dyw(t)

x(t0 +θ)= (θ)　 θ∈ [ -H, 0]

(1)
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其中 , x(t)∈ R
n
是状态矢量 , A0 , A1 , A2 , B, Cy, Dy为

相应维数的定常实数矩阵 ,隶属于某一凸集合 ,即:

(A0 , A1 , A2 , B, Cy, Dy)∈ D

D={A0 , A1 , A2 , B, Cy, Dy

=∑
l

i=1
i A0i, A1i, A2i, Bi, Cyi, Dyi;i≥ 0;

∑
l

i=1
i=1}

w(t)∈R
m
是在 L2空间中的扰动信号 , y(t)∈ R

l
是

测量输出 , z(t)∈ R
q
是被估计状态矢量 , h及 是延

迟时间 ,均为正的常数。  (θ)初始矢量。假设系统

(1)是二次稳定的 ,这种假设能保证估计误差的有

界性 。鲁棒滤波问题的目的是能得到被估计信号 z

(t)的估计值  z(t)以保证在估计误差意义下的性能

指标的最小化 。阶次与系统相同 、渐进稳定的滤波

器的状态方程和输出方程可描述为:

(t)=Afξ(t)+A1ξ(t-h)+A2 (t- )+Bfy(t)

ze(t)=Czξ(t)

ξ(0)=0　　s∈ [ -H, 0]

(2)

其中 , ξ(t)∈ R
n
表示滤波器的状态 , Af, Bf为待定滤

波器的参数。

定义状态变量 xe =[ x
T
(t)　(x(t)-ξ(t))

T
]
T
,则误

差系统的动态描述如下:

x﹒e(t)=Aexe(t)+A1exe(t-h)+A2ex﹒e(t- )+Bew(t)

ze(t)=Cexe(t)

(3)

Ae=
A0 0

A0 -BfCy-Af Af
, A1e =

A1　0

0　A1
,

A2e=
A2　0

0　A2
, Be=

　B

B-BfDy
, Ce =[ 0　Cz] 。

设计一个稳定的线性滤波器(2)使之满足:

①滤波误差系统(3)是鲁棒稳定的

②
‖ze(t)‖ 2

‖w(t)‖ 2
<γ (4)

2　主要结果

引理 1
[ 4]
:对给定的正实标量 h和 及任意矩阵 E1 , E2

∈ R
n×n
算子 D(xt)∶l0 ※R

n
定义为 D(xt)=x(t)+

E1∫
t

t-h
x(s)d(s)-E2x(t- ),若存在正定矩阵 Γ、标

量 α1 , α2使

E
T
2ΓE2 -ε1Γ hE

T
2ΓE1

＊ h
2
E
T
1ΓE1 -α2Γ

, <0 , α1 , α2 <1

成立 ,则算子 D(xt)是稳定的 。

因此 ,式

x﹒e(t)=Aexe(t)+A1exe(t-h)+A2ex﹒e(t- )+Bew(t)

可改写为:

d
dtxe(t)+A1e∫

t

t-h
xe(s)ds-A2exe(t- )

　　 =Aexe(t)+A1exe(t)+Bew(t)

(5)

对  (A0 , A1 , A2 , B, Cy, Dy)∈ D,定义算子

D(xet)= xe(t)+A1e∫
t

t-h
xe(s)ds-A2exe(t- )。

根据引理 1,算子 D(xet)稳定的充分条件是存在正

定矩阵 Γ以及正标量 α1和 α2使

A
T
2eiΓA2ei-α1Γ hA

T
2eiΓA1ei

＊ h
2
A
T
1eiΓA1ei-α2Γ

<0

α1 +α2 <1。

下面给出估计误差系统渐进稳定的充分条件:

定理 1:假设系统(3)的算子式是稳定的 ,当 w(t)=

0时 ,若存在 P>0, R1 >0, R2 >0满足下列线性矩阵

不等式:

(Aei+A1ei)
T
P+R2 + ＊ ＊

+P(Aei+A1ei)+hR1

-A
T
2eip(Aei+A1ei)

R2 ＊

hA
T
1eiP(Aei+A1ei) 0 -hR1

<0

 (A0 , A1 , A2 , B, Cy, Dy)∈ D (6)

则该滤波误差系统是渐进稳定的 。

证明同文献 [ 5] ,故略去 。

对于 (A0 , A1 , A2 , B, Cy, Dy)∈ D,由有界实引理
[ 6]

知滤波器存在及由被估计系统(1)和滤波器(2)构

成的误差系统满足 ‖ Tzew(t)‖ ∞ <γ的性能指标由

如下定理给出。

定理 2:对中立时滞不确定系统(3)如果存在正实

数 γ,矩阵 P1 >0, P2 >0, R1 >0 , R3 >0以及矩阵 R2 ,

M1 , M2使得(7)式的优化问题成立 ,则滤波器(2)是

一个线性稳定的 H∞滤波器。滤波误差系统满足

‖ ze(t)‖ 2 <γ‖w(t)‖ 2 ,鲁棒滤波器的参数

Af=P
-1
2 M2

Bf=P
-1
2 M1
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min
γ
subjectto

1 ＊ ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

2 3 ＊ ＊ ＊ ＊ ＊

4 0 -
1
2
R1 ＊ ＊ ＊ ＊

5 -A
T
2i(M2 +P2A1i) -

1
2
R
T
2 -

1
2
R3 ＊ ＊ ＊

6 0 0 0 -
1

2
R1 ＊ ＊

7 hA
T
1i(M2 +P2A1i) 0 0 -

1

2
R
T
2 -

1

2
R3 ＊

B
T
iP1 B

T
iP2 -D

T
yiM

T
1 -B

T
iP1A2i 8 9 10 -γ

2
I

<0 (7)

其中 ,

∏1 =(A0i+A1i)
T
P1 +P1(A0i+A1i)+R1

∏2 =P2A0i-M1Cyi-M2 +R2

∏3 =A
T
1iP2 +P2A1i+M

T
2 +M2 +R3 +C

T
ziCzi

∏4 =-A
T
2iP1(A0i+A1i)

∏5 =-A
T
2iP2A0i+A

T
2iM1Cyi+A

T
2iM2

∏6 =hA
T
1iP1(A0i+A1i)

∏7 =hA
T
1iP2A0i-hA

T
1iM1Cyi-hA

T
1iM2

∏8 =B
T
iP2A2i+D

T
yiM

T
1A2i

∏9 =hB
T
iP1A1i

∏10 =hB
T
iP2A1i-hD

T
yiM

T
1A1i

证明:定义二次函数

V(xe(t), t)=x
T
e(t)Pxe(t),

设目标函数为

J=∫
∞

0
z
T
e(t)ze(t)-γ

2
ω
T
(t)ω(t)+V﹒ [ xe(t),

t] dt w(t)∈ L2 [ 0, ∞),当 J<0时 ,滤波误差系统

(3)的 L2增益小于 γ,即误差系统满足 H∞性能要

求 。目标函数等价于:

J=∫
∞

0

xe(t)

xe(t- )

1

h
A1∫

t

t-h
xe(s)ds

ω(t)

T

,∑

xe(t)

xe(t- )

1

h
A1∫

t

t-h
xe(s)ds

ω(t)

其中 ∑如(8)式所示:

(Ae+A1e)
T
P+P(Ae+A1e)+hR1 +R2 +C

T
eCe ＊ ＊ ＊

-A
T
2eP(Ae+A1e) -R2 ＊ ＊

hA
T
1eP(Ae+A1e) 0 -hR1 ＊

B
T
eP -B

T
ePA2e hB

T
ePA1e -γ

2
I

(8)

J<0等价于 ∑ <0 ,定义矩阵

R=
R1　R2

R
T
2　R3

>0, R1 =
R
2h
, R2 =

R
2
, P=

P1　0

0　 P2
>0,

P1 >0, P2 >0,因为 Ae, A1e, A2e, Be, Ce关于 A0i, A1i,

A2i, Bi, Cyi, Dyi是仿射的 ,将 P, R和 A0i, A1i, A2i, Bi,

Cyi, Dyi代入(8)中 ,得到的矩阵不等式是非线性的 ,

定义:

M1 =P2Bf,

M2 =P2Af

应用 Shur-补定理 ,易得到(7)式。

3　计算实例
考虑含有时滞和时滞微分项的线性不确定性系

统式(1)参数为:

A0 =
0　3

4　j
, A1 =

-0.2　0.2

0.2　-0.3
, A2 =

0.1　0.05

0.05　i
,

B=
-0.5

1
, Cy=[ 1　y] , Cz=[ 1　1] , Dy=[ 1] , hj=ε,

其中各系数矩阵中的变量隶属于某一集合 , j∈ [ -4, -

6] , i∈ [ 0.09, 0.11] , y∈ [ 0.002, 0.006] , ε∈ [ 0.05, 1] ,

也就是参数不确定性为多胞类型。

设计形如(2)的滤波器 ,使得由滤波器和不确

定性系统组成的误差系统是渐进稳定的 ,同时扰动

输入到误差输出的传递函数的 H∞范数最小 。通过

LMI工具箱中的 mincx求解线性矩阵不等式 ,其解

分别为:
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P2 =
0.0458　0.0985

0.0985　0.2119
, M1 =

-1.1296　-0.5365

-0.5365　-1.0639

M2 =
0.6482

-0.3805
,

滤波器的参数为:

Af=
-2.9738　-0.1417

1.3820 0.0654
＊10

4
, Bf=

2.7874

-1.2959
＊10

4

Cf=[ 1　1] ,

误差系统的最小 H∞范数 γ等于 0.0518。

4　结　论

本文讨论了含有时滞微分参数不确定性系统的

H∞滤波问题 ,给出滤波误差系统渐进稳定的充分条

件并加以证明 。基于线性矩阵不等式技术设计 H∞

滤波器 ,使得由被估计系统和滤波器构成的误差系

统满足鲁棒性能要求 ,推导出滤波器存在的条件 ,求

出滤波器的各个参数。给出一个数值例子说明该文

方法的可行性。从式(7)可知 ,该文设计的滤波器

的鲁棒性独立于时间延迟常数 ,因此本文方法也

适用于时变的时滞系统 。
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