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Abstract: In this paper we discuss the asymptotic stability of infinite horizon model predictive control (MPC) with incremental
constraints. First, we discuss the properties of optimal cost function of the optimization problem. It shows that the optimal cost
function is positive definite, continuous at the equilibrium and monotonic decreasing along the prediction trajectory. We choose
the optimal cost function as a candidate Lyapuonv function and prove the asymptotic stability of nonlinear systems under control.
We highlight that the optimal cost function is not necessarily continuous except for the equilibrium.
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���. 	��	�
���
�� Lyapunov 
�,

�
�

�������
.


�����, ��������������

���	
���������	�.

���
: R
n �� n������, Z������

��� (�	 0�), k + i|k��	 k�
� k + i�


��	�.� A� B������,� A \B
���
A���B� Pontryagin	.�
Q ∈ R

n×R
n���

����,�� x ∈ R
n�	� ‖x‖2Q := xTQx, λmin(Q)

���� Q ���	
�. �
�� α : R+ → R+

�
� K 
��, �
 α(0) = 0, ����� s > 0,

α(s) > 0,������	��. �� α�
� K∞ �
�,�
��
�K���,��� s → ∞, α(s) → ∞.

2 �������������

2.1 ����

�
�
�

�
��
�:

xk+1 = f(xk, uk), (1)


	 xk ∈ R
nx , uk ∈ R

nu ���� k��
����

���. �
������� Δu, Δuk = uk − uk−1.


�����������������

xk ∈ X , k ≥ 0 , (2a)

Δuk ∈ ΔU , k ≥ 0 , (2b)

uk ∈ U , k ≥ 0 , (2c)


	 X �
��������, U � ΔU ��	
�
��	�������. �
	�
��
����

����,
����������,�����
	


��
����.

��
� (1)��
����:

�� 1 f : Rnx × R
nu −→ R

nx ����, f(0, 0) = 0,
� (0, 0) ∈ R

nx × R
nu �������:

�� 2 U ⊂ R
nu � ΔU ⊂ R

nu ���, X ⊂ R
nx ��

��,� (0, 0)����� X × U ���.

�� 3 �������� r, ���� ΔU ⊆ Pr ⊂
R

nu ,�� Pr := {Δu ∈ R
nu | maxi |Δu(i)| ≤ r}, Δu(i)

��� Δu�� i���.

�� f(0, 0) = 0�������.�
 f(xs, us) = 0,

�	��
����� x′ = x − xs, u′ = u − us �


���
���� (0, 0).�
 Pr �
�����.�

� 3
�����Δu ∈ R
nu ������� Pr��

��.

�� k���
���������

Uk := {uk|k, uk+1|k, uk+2|k, . . .}. (3)


����������
��
���� k
��


���	���

�� 1

minimize
Uk

J(xk, Uk) (4a)

��:

xk+i+1|k = f(xk+i|k, uk+i|k), xk|k = xk, (4b)

xk+i|k ∈ X , i ∈ Z[1,∞), (4c)

uk+i|k ∈ U , i ∈ Z[0,∞), (4d)

Δuk+i|k ∈ ΔU , i ∈ Z[0,∞), (4e)


	

J(xk, Uk) =

∞∑
i=0

‖xk+i|k‖2Q + ‖uk+i|k‖2R, (5)

�� Q� R �������. � i > 0�, ����

Δuk+i+1|k := uk+i+1|k − uk+i|k;� i > 0�,

Δuk|k =

{
uk|k − uk−1|k−1, � k > 0�,

0, � k = 0�.


�����������������
��

�����
� (1)����,����
���	�


� (2)��������� (5)�	.



�� MPC �
����
��
�		�

�,���
���
�����������
�,

�
��
����������

�		��.

�
�����,���
���	����	��


�� 1 �������� Uk ��

• 	���� i ∈ Z[1,∞),�
�� (2)��;
• ���� (5)����,�

∞∑
i=0

‖xk+i|k‖2Q + ‖uk+i|k)‖2R < ∞,

������ Uk ����� 1����,

��� k���	�� 1���� U∗
k ,

U∗
k := {u∗

k|k, u
∗
k+1|k, u

∗
k+2|k, . . .};

������ U∗
k �
	������ X∗

k ,

X∗
k := {x∗

k+1|k, x
∗
k+2|k, x

∗
k+3|k, . . .};

� k��	���

uk := u∗
k|k.

�� 1 ����������,�

lim
i→∞

(‖xk+i|k‖2Q + ‖uk+i|k‖2R) = 0.

��: ���������. � Uk �
�� k��	

���. �� limi→∞(‖xk+i|k‖2Q + ‖uk+i|k‖2R) 
= 0, �

����������	
	 i > 0,�����	�
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� υ,�� ‖xk+i|k‖2Q + ‖uk+i|k‖2R > υ. ���
��,

��� J(xk, Uk) → ∞.�� Uk���	
���
.

�

�
��MPC

������

�� 1
�� 1:� k�������� xk,
�� 2:������ 1,�������� U∗

k �
k������� u∗

k,
�� 3: ��� u∗

k �����,�������,
� k := k + 1,���� 1.

���
��� (1)���� (0, 0)

�	����

xk+1 = Axk +Buk, (6)


	 A := ∂f
∂x |(0,0)� B := ∂f

∂u |(0,0).
�� 4 ���� (6)�����.

�����
����	�� u = Kx, ����

Ak = A+BK ����.

2.2 ������

���
��� x. ���	
�����	,�

�������

V (x) := min
Uk

J (x, Uk) .

�����
���
��.

�� 1 ���������� MPC ������
V (x)�������:

(a) V (0) = 0�	���� x 
= 0, V (x) > 0

(b) V (x)� x = 0���.
(c) V (x)�����������.

��: (a) �� Q > 0 � R > 0, ��� x 
= 0 �,

V (x) > 0. � x = 0�,�	
�
��	� u∗
k+i|k ≡

0, 	���	�

����� x∗
k+i+1|k ≡ 0, ��

	

 i ∈ [0,∞). ��������� x = 0 �,

V (x) = 0.

����,�
 V (xk) = 0,��

V (xk) =
∞∑
i=0

‖x∗
k+i|k‖2Q + ‖u∗

k+i|k‖2R = 0.

�� u∗
k+i|k�
��	����
	��
, x∗

k+i|k�
	��
��
	�����. �� R > 0,���


�

��

V (xk) ≥
∞∑
i=0

‖x∗
k+i|k‖2Q.

���������� x∗
k+i|k ≡ 0 �, ��	�


i ∈ [0,∞), �� V (xk) = 0. ����	�
 xk 
= 0,

V (xk) > 0.

(b)�� (A,B)��,������	�
� Kx

���
����

Ω := {x ∈ R
nx | xTPx ≤ α},


	 P �����
������, α > 0���,�

���

��	���
� (2a)��

� (2c),�

�������	��
�
 [6, 7].

��
��������������� α1 ∈
(0, α),���	


Ω1 := {x ∈ R
nx | xTPx ≤ α1}, (7)

���
�
�� (2b). � x1 � x2 � Ω		���


��,� [17]

‖x1 − x2‖ ≤ 2
√

λmin(P−1)α
1
2
1 .

��

‖K(x1 − x2)‖ ≤ ‖K‖ · ‖x1 − x2‖ (8a)

≤ 2α
1
2
1 ‖K‖

√
λmin(P

−1
1 ). (8b)

����� 3, ��� ‖Δu
(i)
max‖ ≤ r, i = 1, 2, · · · , nu.

��������

α1 = min

{
α,

nur
2

4‖K‖2λmin(P−1)

}
.

��
���	
 Ω1 	��
�������
�


��.

�
�� V (x)� x = 0�
���,���� x

�������
�. � xk ∈ Ω1�� xk 
= 0. 	
	

������
��� Ūk ����

Ūk = {Kxk|k,Kxk+1|k,Kxk+2|k, . . .} . (9)

������ Ūk ������ V̄ (x). ����

f(x, u)������� x� u��,���
���

���������� V̄ (x)�� x����.

�� V̄ (x)�� x����,�	 V̄ (x)� x = 0�

��.��	�� ε > 0,�� δ > 0��� ‖x− 0‖ ≤ δ


, V̄ (x) − V̄ (0) ≤ ε. ��V̄ (0) = 0, ���	��

x ∈ Ω1, V (x) ≤ V̄ (x),����� ε� δ ��,���

� x− 0 ≤ δ��,�� V (x) ≤ ε��.��,����

� V (x)� x = 0�	
�.

(c)��� k
��


���
����,��

U∗
k = {u∗

k|k, u
∗
k+1|k, u

∗
k+2|k, . . .}, (10)


�������� (2b) ����� (2c); ����

������

X∗
k := {x∗

k+1|k, x
∗
k+2|k, x

∗
k+3|k, . . .},

4127




������ (2a).������ (10)�����

V (xk) =

∞∑
i=0

‖x∗
k+i|k‖2Q + ‖u∗

k+i|k‖2R

����.����� uk = u∗
k|k���� (1).���


��	�
�����, k + 1

������


��

xk+1 = f(xk, u
∗
k|k),


���� k+1

������.��,� k+1



,����������
����

Uk+1 =
[
uk+1|k+1, uk+2|k+1, uk+3|k+1, . . .

]
�
[
u∗
k+1|k, u∗

k+2|k, u∗
k+3|k, . . .

] (11)

�
�����	
���� k
���
�� k+1


�����
�� [k + 1,∞)�����. ��,	


�������������	���. 
��	

�
�
��,����
��

xk+1+i|k+1 = x∗
k+1+i|k, i = 1, 2, · · ·

�����
���. 
 k + 1��,�������

����

Jk+1 =
∞∑
i=0

∥∥xk+1+i|k+1

∥∥2
Q
+

∥∥uk+1+i|k+1

∥∥2
R

=

∞∑
i=1

∥∥∥x∗
k+i|k

∥∥∥2
Q
+
∥∥uk+i|k

∥∥2
R

=

∞∑
i=0

∥∥∥x∗
k+i|k

∥∥∥2
Q
+
∥∥uk+i|k

∥∥2
R

−
∥∥∥x∗

k|k
∥∥∥2
Q
− ∥∥uk|k

∥∥2
R

= V (xk)− ‖xk‖2Q − ‖uk‖2R .

��, Jk+1����.�
,��� k+1������

� (11)��
�
���
�� 1��
���. �

��
�����
��

����,��

V (xk+1) ≤ Jk+1 ≤ V (xk)− ‖xk‖2Q . (12)

�������� R > 0.��, V (x)����	��


���. �

��	 1	��	
���, �
�
��
 k ��


���� Uk,����� Uk+1��
��
 k + 1

��	���.��
���		����	���

�� 1 ��� k = 0������ 1�����,�
������� k > 0,���� 1
�����.

��:�. �

2.3 ������


������	�����, 
������

���	,������
 V : X → R�	���	.

�� 2 [18]����

xk+1 = f(xk), k ≥ 0, x0 = x(0), (13)

�� f �� x	�,� f(0) = 0. 	��� (13),��
�������� V (x)��

(a) V (0) = 0�	��� x 
= 0� V (x) > 0,
(b) ���� x = 0��, V (x)�	��,
(c) �������,�

V (xk+1)− V (xk) ≤ −β(‖xk‖), (14)

�� β(·)��� K���,���������.

�����
���
MPC	
�	����:

�� 2 ��
(a) �� 1-4���
(b) � k = 0��,������ 1�����,

�������������1.

��: ��� 1�,�
�	

 1
 k = 0���


���,��	�	 k > 0,�	

�
���.

�
�
�������
 MPC	����� V (x)

�
��	 Lyapunov��,���� 1�, V (x)��

• V (0) = 0���	�	 x 
= 0, V (x) > 0,

• V (x)
 x = 0�	�.

�� (2.3)�,

V (xk+1)− V (xk) ≤ −λmin(Q)‖xk‖2 .

�	�� 2,����� V (x)���	�� Lyapunov

��,�� (1)���
	
. �

3 ������

��
����
������	������

��
��	���,	
������
���	�

[
v̇y(t)

ω̇(t)

]
=

[
− (Cf+Cr)

mvx
− (aCf−bCr)

mvx
− vx

− (aCf−bCr)
Izvx

− (a2Cf+b2Cr)
Izvx

] [
vy(t)

ω(t)

]

+

[
Cf

mG
aCf

IzG

]
δ(t)

	� vy
������, ω
�����, Cf � Cr�

�
���
�����, vx�����, m����

	, Iz �
��	, a, b
���	�������	

��, δ(t)��	�
�, G����
���

�

	��.�

x(t) =

(
vy(t)

ω(t)

)
, u(t) = δ(t)

1�����������������������,��� Lya-

punov	���� [19].
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�������

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)


	

A =

(
− (Cf+Cr)

mvx
− (aCf−bCr)

mvx
− vx

− (aCf−bCr)
Izvx

− (a2Cf+b2Cr)
Izvx

)
,

B =

(
Cf

mG
aCf

IzG

)
.

�	�

	
�

�	
����


xk+1 = Ãxk + B̃uk

�
��	
����


( −10

−1

)
≤

(
x
(1)
k+i|k

x
(2)
k+i|k

)
≤

(
10

1

)
, i ∈ Z[0,∞)

��,������


−5π ≤ uk+i|k ≤ 5π, i ∈ Z[0,∞)

���
�	���
�,������	��,
�


�������


−1 ≤ Δuk+i|k ≤ 1, i ∈ Z[0,∞)

����	��, ��
��������	���

���
��, 
���� MPC 

���, �


���
� 100, ���
� 5, Q = I100×100, R =

0.1× I5×5.���
�����.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x 10
4

-0.5

0

0.5

 t

x
2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x 10
4

-4

-2

0

 t

u

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

x 10
4

0

5

10

 t

x
1

� 1: �����	�����
���.

����
�

, ���	������
�

�,
�������
���,��

�����

��. ��,��������,���
�	���

�.

4 ��

��������	����
�����, 


����	��������
���. �����

��
�	�
�������
���
	���

��
���.���
���������	�.�

����
����,����������;���

����	
����; �����
��
��


���, �����
�������
	����

��� K ���. ���
����������

Lyapunov��,�����������
���.

������������
���
����

���
���
������. ��������


���
����������
�����.

����

[1] A. Kröner, P. Holl, W. Marquardt, and E. D. Gilles,

“DIVA - An open architecture for dynamic simulation,”

in Computer Application in the Chemical Industry, R.

Eckermann, Ed. VCH, Weinheim, 1989, pp. 485–492.

[2] J. Wittenburg, Dynamics of Multibody Systems.

Springer London, 2008.

[3] D. Q. Mayne, “Optimization in model based control,”

in Proc. IFAC Symposium Dynamics and Control of
Chemical Reactors, Distillation Columns and Batch
Processes, Helsingor, 1995, pp. 229–242.

[4] H. Chen, “Stability and robustness considerations in

nonlinear model predictive control,” Ph.D. Thesis, U-

niversity of Stuttgart, Germany, 1997.

[5] J. Rawlings and K. Muske, “Stability of constrained re-

ceding horizon control,” IEEE Trans. Automat. Contr.,
vol. AC-38, no. 10, pp. 1512–1516, 1993.
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