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摘摘摘　　　要要要

汽车悬架的控制问题是一个存在路面大干扰作用的多目标控制问题，不仅要提高

乘坐舒适性，还要始终保证轮胎接地以及保证悬架动行程、执行器输出不超出最大限

制，而且这些控制目标之间相互制约、存在矛盾。本文将主动悬架系统的被控输出分

为性能输出和约束输出分别处理，以H∞范数优化性能输出并采用广义H2范数描述系统

约束，进行主动悬架H∞/广义H2控制研究。

以1/4车主动悬架为研究对象，针对滚动时域H∞/广义H2控制方法在线计算量大、

控制器求解耗时的问题，本文提出了离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制方法。该控

制方法不仅能大大缩短控制器求解时间、降低在线计算量，非常有利于应用在实际的

悬架系统中，而且能够兼顾提高控制性能和满足系统约束，在大扰动作用下依然能够

保证约束不超出范围。考虑到实际悬架系统中并非所有的状态量都能直接测量得到，

本文利用主动悬架有限的状态信息作为控制系统的反馈量，设计了H∞/广义H2静态输

出反馈控制策略。

本文对所设计的控制策略给出了不同车速下的仿真结果和分析，同时主动悬架硬

件在环实验的实验结果进一步验证了所设计的控制方法的切实有效性和优越性。

关关关键键键词词词：：：

主动悬架，线性矩阵不等式，滚动时域，离线优化，静态输出反馈控制，硬件在

环实验

Ⅰ

万方数据



Ⅱ

万方数据



Abstract

The vehicle suspension control problem can be formulated as a multi-objective control
problem with large disturbance from road surface. The control objectives for the vehicle
suspension include improving ride comfort, maintaining firm contact between wheels and
the road, keeping suspension travel and actuator output within an allowable maximum.
Moreover, these performance specifications are mutually restricted and contradictory. In
this paper, the controlled outputs of the active suspension system are divided into per-
formance output and constraint output. We consider to take H∞ norm of the closed loop
system as the optimized objection, and capture the time-domain hard constraints by gen-
eralized H2 norm directly to study H∞/generalized H2 control of the active suspension
system.

The quarter-car active suspension is taked as the plant in this paper. Moving horizon
H∞/generalized H2 control scheme takes much time and requires a large amount of online
calculation, which is not conducive to the application in the practical systems. Thus, an
off-line optimized moving horizon H∞/generalized H2 control scheme for active suspen-
sion system is presented. The control scheme not only greatly reduces the solution time of
the controller and significantly decreases online computational burdens, but also manages
the trade-off between required high performance and satisfying hard constraints, keeps
hard constraints within bounds under the excitation of large road disturbance. Moreover,
considering that states in the practical suspension system are in general not fully measur-
able, we propose H∞/generalized H2 static output feedback control strategy, which uses
part of suspension system states as the feedback.

Simulation results and hardware-in-the-loop experiments results in deferent vehicle
speeds are provided to verify the effectiveness and superiority of the the proposed control
strategy in this paper.

Key Words:

Active Suspension, Linear Matrix Inequality, Moving Horizon, Off-line Optimization,
Static Output Feedback Control, Hardware-in-the-Loop Experiment
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第 1章 绪论

第 1章 绪论

1.1 悬架系统概述

汽车在恶劣的路面行驶时会产生剧烈的振动，严重影响到驾驶员及乘客的舒适性

甚至会威胁到行车安全。汽车悬架系统是对车辆起降振、隔振的主导因素。

汽车悬架是汽车的一个结构连接系统，用于连接车桥（或车轮）、车架和车身 [1]。

汽车悬架的一般组成为：弹簧、减振器（阻尼元件）和导向机构等 [2]，如图1.1所示。
弹簧的作用是承受并传递作用在车辆上的垂直载荷，确保车身和车轮之间完好的弹性

连接，保证轮胎与地面的接触。减振器能够利用自身的压缩变形来吸收汽车振动的能

量，从而抑制车身振动。导向机构的作用是通过传递作用力和力矩以及它们的作用方

向，使得汽车无论是在颠簸路段还是平稳路段都能具备正确的运动轨迹。然而，随着

行车道路状况的变化，车辆的乘坐舒适性和安全性对悬架系统特性的要求也变得不

同。如果要降低车辆行驶过程中的颠簸感，就需要悬架系统的弹簧刚度小一点，即需

要悬架“偏软”一些；另外，车辆的行驶稳定性和操控安全性同样是需要重视的问

题，这需要悬架阻尼和弹簧刚度都大一些，则需要采用“偏硬”的悬架，减小轮胎与

车身之间的相对距离，从而达到理想的路面附着与支撑效果。由此可以看出，车辆的

乘坐舒适性和操控安全性本身就是相互矛盾的。因此，如何设计出能够同时解决汽车

乘坐舒适性和操纵稳定性的车辆悬架就显得非常重要。

图图图 1.1 车车车辆辆辆悬悬悬架架架主主主要要要组组组成成成示示示意意意图图图

汽车悬架根据是否具有控制功能可分为被动悬架和主动悬架，可控悬架从是否具

有功率输出的角度可进一步分为主动悬架和半主动悬架 [3, 4]。
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被动悬架系统各组成部件的参数都是确定的，当受到外界载荷的作用时只能按照

最初的设计被动地做出反应，而不能根据汽车行进过程中的实时状况及时做出改变。

被动悬架只有在一定的外部干扰以及特定的参数下才能够保证其性能的最大化，一旦

遇到道路情况发生变化就无法再发挥出最好的效果，不能够时刻调整其性能以改善汽

车的减振特性，所以，被动悬架对于汽车而言是有一定的局限性的。

随着电子技术的迅速普及和发展，人们对车辆性能的要求越来越高，为了提高汽

车悬架的乘坐舒适性和行驶安全性，解决被动悬架系统不能根据路面状况变化而进行

调整的缺陷，主动悬架系统及其控制技术的相关研究受到越来越多的关注，并开始逐

步应用到实际当中。

半主动悬架一般由空气弹簧及可调阻尼器等装置构成，在车辆平顺性和行驶安全

性之间不断寻求妥协。半主动悬架阻尼器可根据阻尼特性调节方式不同分为节流阀式

阻尼器、磁流变式阻尼器和电流变式阻尼器 [5]。由于阻尼器阻尼连续可变，系统响应

速度快，能够有效改善车辆悬架性能，在工作时几乎不消耗发动机的功率，而且结构

相对简单，产品价格低廉，因此半主动悬架得到越来越广泛的应用。但是，由于半主

动悬架不能主动输出作动力，因而在一定程度上限制了进一步改善车辆悬架性能的能

力。

相比其他类型的悬架，主动悬架的组成部件除了弹簧和阻尼元件以外，还有其特

有的控制系统和作动器（即力发生器），其中作动器又可以包括液压缸、气压缸、伺

服电机、电磁机构等。主动悬架可根据行驶工况的变化主动地改变作用于车身和车轮

之间的相互作用力以抑制车身振动，工作原理为：通过传感器实时采集轮胎及车身姿

态并且将采集到的信息传递给悬架控制系统，控制器经过对收到的信息进行分析和处

理后向作动器发出指令，使作动器可以产生一个与汽车行驶状态相匹配的力，实时调

节使得主动悬架达到最佳的减振效果。相较于调节阻尼器阻尼特性的半主动悬架，主

动悬架具有更大的灵活性，能在舒适性和行驶安全性之间寻求更佳的妥协 [6]，能够处

理其他类型的悬架处理不了的工况。主动悬架不但能实时改变作动力，使悬架时刻都

能达到最佳性能，而且能在一定程度上控制车身的运动，改善车辆的动力学性能和调

节车身状态，是当今汽车悬架产业发展的重要方向。

控制算法是主动悬架研究的核心，是使主动悬架能够实现理想减振的有效手段。

国内外学者在主动悬架控制方法的研究方面作了大量的理论工作，通过对悬架系统的

深入研究，科研工作者以及企业研发人员对悬架系统的进一步发展也充满了期望。因

此设计出能够使车辆系统达到最佳性能的控制策略对主动悬架系统的发展具有十分重

要的意义。

2
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1.2 主动悬架控制策略研究现状

主动悬架性能的优良与自身的控制系统有着直接的关系，好的控制器能够使得主

动悬架发挥出最佳的效果，因此，控制器的优良与否决定着主动悬架减振效果的好

坏。自主动悬架的概念被提出以来，国内外学者不断对主动悬架控制方法进行研究与

探索，随着控制理论的研究与发展，已经演变出多种不同的交叉、互补的控制理论。

主动悬架的控制策略主要包括最优控制、滑模变结构控制、自适应控制、神经网络控

制、模糊控制等 [3]。

(1)最优控制

最优控制作为现代控制理论的核心方法，无论是在主动还是半主动悬架的控制中

都得到了极大程度的应用 [7–10]，其中半主动悬架控制中的“天棚阻尼控制”就是线性

最优控制(LQG)的一个典型应用 [11–13]。文献[14]将LQG应用于汽车主动悬架中，根据
悬架性能指标的均方根值来评价悬架的性能，通过与被动悬架在相同条件下进行仿真

对比，主动悬架很大程度地优于被动悬架。文献[15]基于确定的主动悬架物理模型，
采用线性最优控制方法来控制车身的运动，并通过仿真结果验证了线性最优控制的有

效性。同济大学吴光强建立了考虑人体坐姿的车辆动力学模型，设计了一款主动悬架

最优控制器，较大程度地改善了汽车的舒适性 [16]。最优控制的悬架系统中，权系数决

定着悬架的性能倾向，满意的控制性能往往需要通过反复调整加权系数来实现。近年

来许多学者对这一不足进行了大量的研究，文献[17]根据悬架动行程的变化自适应调
整LQR 的权重系数，求取新的LQR控制律，并将新的控制律与之前的控制律进行对
比。文献[18–20]针对主动悬架中LQG控制器的权系数依赖于先验知识的缺点，提出了
利用粒子群优化算法良好的快速寻优能力对权矩阵参数进行实时优化。利用LQG控制
求得的作动力是在一定的路面条件下得到的，一旦路面条件改变，该作动力将不是最

优解，且在模型摄动的情况下LQG控制基本不具备鲁棒性。

(2)自适应控制

自适应控制技术具有参数辨识功能，可以通过自行调节相关参数以适应被控对象

以及某些元器件特性的改变，从而保证系统的性能指标。自适应控制的工作原理是根

据对象当前的输入输出情况，不断地辨识模型参数，并从预先设计并保存在计算机

的数据中选择最符合当前状况的参数，对系统进行控制 [21]。文献[22]通过构造时变屏
障Lyapunov函数来设计主动悬架虚拟容错控制器和自适应律，确保车辆和速度不违反
约束边界并达到快速容错的目的。文献[23]针对具有参数不确定性和输入饱和约束的非
线性主动悬架系统，采用一种基于神经网络的自适应控制方法，并通过仿真表明该设
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计方案对主动悬架具有较好的控制效果。文献[24]提出了一种半主动悬架模型参考自适
应控制策略来自适应调整磁流变阻尼器的阻尼系数，结果表明该控制策略能够有效地

抑制磁流变阻尼器建模误差，实现磁流变阻尼器对期望阻尼系数的自动跟随，保证驾

驶的舒适性和稳定性。自适应控制最大的优点是能够在外部条件改变后不断地寻求新

的解，缺点是其鲁棒性难以保证。

(3)滑模变结构控制

变结构理论在上世纪五十年代末由苏联科学家开始研究，后来苏联学者V. I.
Utkin对变结构理论体系和框架进行了详细的说明，并提出了滑动模态变结构控制方
法 [25]。二十世纪末，我国的高为炳院士首先提出了趋近律和自由递阶的概念，使得滑

模控制方法有了进一步的发展 [26]。滑模控制在控制过程中有较强的鲁棒性，具体表现

为滑模控制使系统沿着滑模面进行，当系统受到扰动时，系统状态仍保持不变。由于

具有较强的鲁棒性，滑模控制在悬架系统中得到了大量的应用。文献[27]针对半车主动
悬架系统设计了滑模控制器，该滑模控制器不仅能够抑制高频抖振，而且对执行器的

不确定性具有很强的鲁棒性。文献[28]针对配备液压执行器的非线性主动悬架系统，提
出一种采用滑模控制器的鲁棒约束输出反馈控制方法，制定了包含一阶滑模控制的非

线性控制律来调节液压阀，从而提供主动控制作用。文献[29]考虑了不确定主动车辆悬
架系统的事件触发滑模控制问题，主要目的是开发一种滑模控制器可以在一定约束条

件下保证悬架系统的渐近稳定性和H∞性能，仿真结果表明了所设计的控制方法具有非

常大的可行性。理想状态下的滑模控制会使系统平稳地趋近于原点，但是实际系统中

存在时间滞后和状态测量的误差等影响因素会使得控制过程中发生抖振现象。

(4)智能控制

经典的控制算法和现代控制理论都需要精确的模型作为基础，但在实际系统中，

存在很多无法精确建模的非线性特征以及不确定性因素，因此研究人员逐渐将目光转

向智能控制。近年来，国内外很多研究学者针对智能控制包括神经网络控制和模糊控

制等在主动悬架和半主动悬架上的应用做了许多研宄，通常是两种或者几种控制算法

结合使用 [30, 31]。文献[32]针对电磁主动悬架系统设计了基于神经网络的自适应事件触
发控制，采用径向基函数神经网络近似未知项，利用神经网络基函数的特殊特性解决

了代数环问题。文献[33]基于具有时变垂直位移和速度约束且车身质量未知的主动悬架
系统，利用神经网络近似不确定的车身质量，设计了自适应神经网络控制方案。应用

神经网络通常需要更多的数据，而且目前神经网络的研究中仍存在一些问题有待进一

步的研究。文献[34]通过设计不同的模糊规则集和隶属度函数来验证规则集数量和隶属
度函数类型对主动悬架性能和控制效果的影响。文献[35]针对具有全状态约束的主动悬
架系统，基于Lyapunov稳定性理论提出了一种模糊自适应最优控制方案，设计的模糊
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逻辑系统实现了对于未知非线性动力学的学习。文献[36]提出了一种新的模糊综合优化
控制方法，利用适应度函数选择车体的垂直和滚动振动加速度作为综合控制目标，并

将其应用于半车主动悬架系统，数值分析为所提出的控制方案提供了有力的支持。模

糊控制不依赖于悬架系统的精确数学模型，但模糊控制的设计目前尚缺乏系统性，完

全凭经验进行，且如何保证模糊控制系统的稳定性问题还有待解决。

(5)鲁棒控制

鲁棒技术的发展为车辆悬架的控制提供了新的发展方向，国内外悬架鲁棒控制的

研究上取得了一系列的结果和方法。鲁棒控制能够从根本上解决系统存在模型不确定

性、测量噪声和外界干扰作用下的控制问题。鲁棒控制中的H∞控制和H∞/H2混合控制

在主动悬架系统中应用较多 [37–42]，这是因为H∞控制可以精确全面地处理非结构不确

定性，对悬架模型不确定性的容忍程度较好。由于线性矩阵不等式(LMI)技术可方便
地处理系统的多目标问题且无需选择加权矩阵，近年来被广泛应用于主动悬架控制系

统中 [43–46]。LMI处理多目标问题的方法是将系统的多个性能要求归结为约束条件的最
优控制问题统一处理，缺点是控制器在系统运行过程中固定不变，只有在路面干扰满

足一定的条件下才能能取得满意的控制效果，大扰动下系统往往违背约束。为了使控

制器能够根据系统状态实时调整控制性能，文献[47–51]研究了基于LMI方法的滚动优
化H∞控制器，在系统运行的每个采样时刻在线求解控制器，大扰动下降低性能保证约

束条件满足，小扰动下提高控制性能。然而由于在每个时刻均需求解LMI优化问题，计
算负担大大增加，而且控制器求解时间较长，这阻碍了滚动优化控制方法在实际悬架

系统中的应用。因此，设计出既能够调节控制性能和系统约束的矛盾，而且能够加快

控制器求解速度、降低在线计算负担的控制器是非常有意义的。

1.3 悬架控制的特点

汽车悬架在协调汽车行驶平顺性和操纵稳定性中扮演着重要的角色，设计悬架时

需要考虑的的性能条件有：

(1) 从行驶平顺性（乘坐舒适性）方面来讲，须最大程度地降低路面激励对汽车造
成的颠簸和振动，给乘客最舒适的感受；

(2) 从操作稳定性（行驶安全性）角度考虑，为了保持轮胎与路面的良好接触，最
大限度减少轮胎动载荷保证轮胎与地面良好的附着性；

(3) 从悬架物理结构方面考量，为避免悬架碰撞到限位块，悬架动行程要限制在一
定范围之内；

(4) 从执行机构的物理饱和约束方面考虑，且为了提高悬架的控制效果，力发生器
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的输出力不允许超出最大界限 [52]；

(5) 尽量确保汽车无论是在刹车、转弯还是加速等工况下都能够平稳运行，具有良
好的车身姿态；

以上提到的这些悬架性能都需要受到重视，但它们之间又相互联系、制约、冲突

和矛盾。比如，从某方面来讲，降低车身加速度会使乘车舒适度提高，但也会使悬架

动行程变大，从而恶化车身姿态控制；提高轮胎接地性，会增加悬架动行程，同时也

会造成车身加速度的增加；悬架与限位块发生碰撞会导致轮胎接地性以及操纵稳定性

降低。所以，在进行主动悬架的设计时，一定要尽可能全面的考虑所有问题和指标，

最大程度地提高悬架整体性能 [53–55]。

1.4 本文的研究内容

从现有的文献资料来看，目前主动悬架系统在实际应用中存在以下几个问题：

(1) 许多研究采用LMI方法处理主动悬架系统的多目标控制问题，一次性设计好的
控制方法使系统无法在系统约束与性能之间做到同时兼顾，即当扰动满足一定的条件

时，设计的闭环系统通常能够很好的满足系统约束；但当大扰动作用于系统时，却常

常导致违背系统约束。

(2) 虽然采用滚动优化控制能够实时协调系统的控制性能和系统约束，但这种滚动
控制在每个时刻均需求解一组LMI优化问题，不仅在线计算负担重，而且求解控制器耗
时长，在实际应用中，有可能当前时刻的控制量还没有解算出来，系统已经运行到下

一时刻了。

(3) 目前大部分控制方法均是基于状态反馈的，但在实际系统中难以应用状态反馈
对系统进行控制，这是因为系统的状态往往并不能全部直接测量，即使可以测量，也

需要较多的传感器或复杂的观测器，造成实施成本增大、系统可靠性降低。因此，输

出反馈在实际应用有着更加重要的意义。

针对以上研究中存在的问题，本文以满足主动悬架系统各种约束和提高乘坐舒适

性为目标，研究并设计主动悬架控制器，主要研究内容及相应的章节如下：

第一章 绪论。详述课题的研究背景及意义，对悬架控制策略的研究现状进行论

述，分析主动悬架控制的特性以及当前研究中存在的问题。

第二章 主动悬架系统。首先建立路面干扰的模型，分别是随机路面干扰和确定

性路面干扰，然后建立了1/4车二自由度主动悬架振动模型，接着给出悬架的评价指
标，最后对控制问题进行描述。

6

万方数据



第 1章 绪论

第三章 主动悬架硬件在环实验平台。首先介绍主动悬架硬件在环实验平台的硬

件组成和软件构成，最后阐述主动悬架硬件在环实验平台的工作原理。

第四章 离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制主动悬架。首先介绍线性矩阵不等

式的基础知识，接针对1/4车主动悬架设计离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制器，并

与滚动时域H∞/广义H2控制算法进行对比，结合仿真和实验结果，验证控制器的有效

性。

第五章 H∞/广义H2静态输出反馈控制主动悬架。针对主动悬架系统的状态不能

全部被直接测量的问题，设计了1/4车主动悬架H∞/广义H2静态输出反馈控制器，实验

结果表明在一定的路面干扰下可以获得满意的控制效果。

最后对全文研究内容进行了总结，并针对目前研究中存在的问题对未来的工作做

出了展望。
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为了更好地研究主动悬架的控制问题，同时给主动悬架控制策略提供一个仿真和

实验研究平台，本章主要讨论车辆悬架系统的物理特性。首先针对整个车辆悬架系

统，分析并建立了路面干扰输入模型，包括随机路面和确定性路面，然后建立了1/4车
辆二自由度悬架振动模型，接着讨论了悬架系统设计时主要考虑的性能评价指标，最

后进行了主动悬架控制问题描述。

2.1 路面输入模型

路面不平度干扰是悬架动态模型的输入，合理的路面干扰输入模型与车辆模型同

等重要，在设计悬架控制系统前需要建立路面干扰输入模型。一般路面干扰可分为随

机路面干扰输入和确定性路面干扰输入。随机路面没有明确的数学表达式，表述汽车

行驶在普通路面上的路面激励；确定性路面干扰可由具体函数表示，是具有脉冲或阶

跃作用的扰动信号，由路面上的凸块或凹坑产生，如减速带、水坑等。

2.1.1 随机路面输入

将路面距基准水平面的垂直距离设为xr，xr沿水平距离方向的变化如图2.1所示。
由于不同路段的路面崎岖凹凸程度不同，路面轮廓曲线也不会完全相同，因此一般采

用路面功率谱密度Gxr (n)来刻画随机路面。

L

x
x (L)

图图图 2.1 路路路面面面不不不平平平度度度曲曲曲线线线

国际标准ISO 8608(1995)和国家标准GB 7301-86建议路面功率谱密度的拟合表达式
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为：

Gxr (n) = Gxr (n0)
(

n

n0

)−w0

(2.1.1)

式中Gxr (n0)为参考空间频率下的谱密度，单位是m2/m−1 = m3；n是空间频率，单位

为m−1；n0为参考空间频率，一般取值为n0 = 0.1m−1；wo为频率指数，它决定着路面

功率谱密度的频率结构，其数值范围是1.6 − 2.4，本论文中取w0 = 2。

根据路面功率谱密度把路面不平度分为8级 [56]，如表2.1所示，表中σxr表示路面不

平度均方根值的几何平均值。

表表表 2.1 路路路面面面等等等级级级信信信息息息

路面等级

Gxr (n0) / (10−6m3)

n0 = 0.1m−1

σxr/ (10−3m3)

0.011m−1 < n < 2.83m−1

下限 几何平均值 上限 几何平均值

A 8 16 32 3.81

B 32 64 128 7.61

C 128 256 512 15.23

D 512 1024 2048 30.45

E 2048 4096 8192 60.90

F 8192 16384 32768 121.80

G 32768 65536 131072 243.61

H 131072 262144 524288 487.22

路面不平度垂直位移输入可由谱密度为2πn0
√

Gxr (n0) v的白噪声通过积分产生，

设路面随机位移输入为xr，则随机路面不平度时域模型可描述为：

ẋr(t) = 2πn0
√

Gxr (n0) vw(t) (2.1.2)

其中w(t)是均值为零、强度为1（单位均方根值）的高斯分布白噪声。

在MATLAB环境下，以标准规定的C级路面(Gxr(n0) = 2.56 × 10−6m3)为例，分别
生成车速v = 30km/h和车速v = 60km/h的随机路面高度历程，如图2.2所示。

2.1.2 确定性路面输入

确定性路面输入是指汽车驶过凸块或凹坑时产生的冲击性信号，这种信号具有偶
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图图图 2.2 随随随机机机路路路面面面高高高度度度历历历程程程

然性、短时性和高强度性，可看做脉冲信号。汽车在路面行驶，通过凸块或凹坑时往

往引起强烈的振动，驾驶员和乘客也会感到明显的振感，通过的车速越快振动越剧

烈。本文采用减速带路面（常坡型单凸块）作为确定性路面输入，如图2.3所示为减速
带路面，图2.4所示为路面长坡形单凸块轮廓。

图图图 2.3 减减减速速速带带带路路路面面面

考虑构造如下式(2.1.3)所示的函数来描述减速带路面：

xr(t) =

{
Am

2

(
1 − cos 2πv

L
t
)

, 0 ≤ t ≤ L
v

0 , t > L
v

(2.1.3)

式中Am和L分别表示凸块的高度和长度，取值为Am = 0.1m，L=5m，v表示汽车的行

驶速度，t表示时间。对应的路面垂直速度输入由式(2.1.4)给出。

ẋr(t) =

{
πvAm

L
sin

(2πv
L

t
)

, 0 ≤ t ≤ L
v

0 , t > L
v

(2.1.4)
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图图图 2.4 路路路面面面长长长坡坡坡形形形单单单凸凸凸块块块轮轮轮廓廓廓

2.2 悬架系统建模

四分之一车辆模型是悬架设计中最基础的也是最常见的模型，能够很好地用来研

究悬架最基本的特性。相比于复杂的车辆模型如半车模型、全车模型来说，四分之一

车辆模型结构简单，包含的车辆参数少，易于理解与分析。

1. 被被被动动动悬悬悬架架架模模模型型型

1/4车辆被动悬架二自由度振动模型模型如图2.5所示，该模型将轮胎简化为一个弹
性元件，悬架简化为弹簧和阻尼器。模型中ms为车身质量（簧载质量）；mu为车轮质

量（非簧载质量）；ks为悬架弹簧刚度；cs为阻尼器阻尼系数；ku为轮胎刚度；xs为簧

载质量垂直位移；xu为非簧载质量垂直位移；xr为路面垂直位移输入，是悬架系统的

干扰输入。

被动悬架动力学微分方程如式如下：{
msẍs= −cs (ẋs − ẋu) −ks (xs − xu)
muẍu=cs (ẋs − ẋu) + ks (xs − xu) − ku (xu − xr)

(2.2.1)

选择状态变量为x =
[

xs − xu ẋs xu − xr ẋu

]T

，则由式(2.2.1)可得二自由度1/4车被动
悬架的状态空间方程：

ẋ(t) =


0 1 0 −1

− ks

ms
− cs

ms
0 cs

ms

0 0 0 1
ks

mu

cs

mu
− ku

mu
− cs

mu

 x(t) +


0
0

−1
0

 ẋr(t) (2.2.2)

其中ẋr(t)为路面垂直速度输入。

2. 主主主动动动悬悬悬架架架模模模型型型

12
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ks

ms

mu

ku

cs

xs

xu

xr

图图图 2.5 1/4车车车被被被动动动悬悬悬架架架模模模型型型

本文主动悬架模型采用作动器与被动悬架并联的方式，如图2.6所示。主动悬架的
动力学模型由如下微分方程描述：{

msẍs + cs (ẋs − ẋu) + ks (xs − xu) = u

muẍu − cs (ẋs − ẋu) − ks (xs − xu) + ku (xu − xr) = −u
(2.2.3)

其中u为力控制输入（作动力）。

ks

ms

mu

ku

cs u

xs

xu

xr

图图图 2.6 1/4车车车主主主动动动悬悬悬架架架模模模型型型

选择状态向量为x =
[

xs − xu ẋs xu − xr ẋu

]T

，则由式(2.2.3)可知，1/4车二自由度主

13
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动悬架的状态空间方程可描述为：

ẋ(t) =


0 1 0 −1

− ks

ms
− cs

ms
0 cs

ms

0 0 0 1
ks

mu

cs

mu
− ku

mu
− cs

mu

x(t) +


0
0

−1
0

 ẋr(t) +


0
1

ms

0
− 1

mu

 u(t) (2.2.4)

式(2.2.4)中路面垂直速度输入ẋr(t)可表示为（参见式(2.1.2)）

ẋr(t) = 2πn0
√

Gxr (n0) vw(t)

因此1/4车主动悬架系统的状态空间描述还可以表达为

ẋ(t) =


0 1 0 −1

− ks

ms
− cs

ms
0 cs

ms

0 0 0 1
ks

mu

cs

mu
− ku

mu
− cs

mu

x(t) +


0
0

−2πn0
√

Gxr (n0) v

0

w(t) +


0
1

ms

0
− 1

mu

u(t)

(2.2.5)

2.3 悬架系统性能评价

悬架系统的整体设计中需要主要考虑性能评价指标有：乘坐舒适性、悬架动行程

和操纵稳定性，通常根据其均方根值来评价悬架系统性能的优劣。

1. 乘乘乘坐坐坐舒舒舒适适适性性性

乘坐舒适性（行驶平顺性）是指驾驶员和乘客对车身垂直振动的舒适度，可由车

身垂直加速度ẍs作为客观评价指标，车身垂直加速度越大乘客感到越颠簸，目前大部分

文献中采用垂直加速度均方根值来描述乘坐舒适性。

RMS(ẍs) =

√√√√ 1
N

N∑
i=1

|ẍs|2

2. 悬悬悬架架架动动动行行行程程程

悬架动行程是指车身与车轮的相对位移，其值如果超过范围将会撞击限位块，不

仅会使得乘坐舒适性大大降低，而且导向机构的作用下，还会影响操纵稳定性。另

外，悬架剧烈地拉伸和压缩将加速阻尼器和弹簧的损耗，这将降低悬架的寿命，影响

悬架的性能。因此，设计悬架时要求将悬架动行程限制在一定的范围内变化。

3. 操操操纵纵纵稳稳稳定定定性性性

操纵稳定性也被称为轮胎的接地性，也即轮胎与地面的附着能力。当轮胎的动载

荷大于轮胎静载荷时，轮胎不能与地面保持良好的接触，车辆不能从轮胎获得足够的
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侧向力和纵向力，将会出现轮跳或打滑现象，非常不安全。所以，为了保证轮胎的接

地性和车轮的寿命，要求轮胎的动载荷小于轮胎静载荷。

2.4 控制问题描述

车辆乘坐舒适性是设计悬架系统时首先要考虑的要求，由上一节的讨论可知车身

垂直加速度ẍs是评价车辆乘坐舒适性的客观评价指标，由式(2.2.3)可得

ẍs =
[

− ks

ms
− cs

ms
0 cs

ms

]
x + 1

ms

u

由上一节的讨论可知，悬架动行程xs − xu应当限制在某一给定范围内以避免撞击

限位块，即

|xs − xu| ≤ Smax 或
|xs − xu|

Smax
≤ 1

其中Smax表示悬架最大动行程。

操纵稳定性要求车辆行驶时轮胎始终附着地面，即轮胎与路面间的动载荷ku(xu −
xr)必须小于静载荷(ms + mu)g

ku(xu − xr) < (ms + mu)g 或
ku(xu − xr)
(ms + mu)g

< 1

另外，由于输出饱和，执行机构只能产生有限的作动力，即

|u| ≤ umax 或
|u|

umax
≤ 1

其中umax表示执行机构能产生的最大的作动力。

经过上述分析可知，主动悬架控制问题是一个存在时域硬约束（悬架动行程、车

轮接地性、执行机构饱和）的干扰抑制问题，主动悬架的控制目标可分为以下两个部

分：

(1) 提高乘坐舒适性。从路面干扰输入到车身垂直加速度输出的响应越小越好；
(2) 时域硬约束条件得到满足。时域约束输出并不要求越小越好，只需从路面干扰输入
到悬架动行程xs − xu、轮胎动静载荷比

ku(xu−xr)
(ms+mu)g、主动力u的时域输出响应分别保持在

允许范围内。

基于上面的讨论，在多目标控制的框架下将系统输出划分为性能输出和约束输

出，定义主动悬架控制系统的性能输出为z1，约束输出为z2

z1 = ẍs, z2 =
[

xs−xu

Smax

ku(xu−xr)
(ms+mu)g

u
umax

]T

其中z2中的各项约束已归一化。
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第 3章 主动悬架硬件在环实验平台

由于在纯数值仿真中可能会忽略实际系统的某些特性和参数，因此通过纯数值仿

真的方法验证可行的控制器在实际系统的实时控制中可能达不到预期的控制效果，甚

至不能使用。为验证本文设计的控制器在实际系统中仍然能够达到理想的控制效果，

本章引入主动悬架硬件在环实验平台。本章结构如下：首先详细阐述主动悬架硬件在

环实验平台各单元的硬件结构组成，接着介绍主动悬架硬件在环实验平台的软件构

成，最后介绍主动悬架硬件在环实验平台的工作原理。

硬件在环实验平台系统将计算机作为控制器，实现对数据的采集与处理以及算法

实现等功能，将实际的被控对象（主动悬架）作为实物放在控制回路中构成闭环控

制。本文研究使用的主动悬架硬件在环实验平台是由加拿大Quanser公司研发的一套完
整的硬件在环实验平台。

3.1 主动悬架硬件在环实验平台硬件组成

主动悬架硬件在环实验平台的硬件部分主要包括主动悬架实验台（控制对象）、

数据采集板、功率放大器、传感器和计算机。

3.1.1 主动悬架实验台

主动悬架实验台由钢制成，是一种台式模型，用来模拟四分之一车主动悬架，该

实验台是按比例缩放的四分之一车结构，如图3.1所示。实验台由三个互相叠放的质量
板组成，即顶板（蓝色）、中间板（红色）和底板（银色），每块板都可以沿着垂直

的不锈钢轴上下运动，板与板中间通过弹簧支撑。顶板用来模拟支撑在悬架上方的车

身，也就是簧载质量，中间板模拟汽车的轮胎，即非簧载质量，底板的上下运动模拟

路面起伏，为主动悬架系统提供道路激励。顶板与一个直流电机通过绞盘相连，该电

机是主动悬架控制系统的执行机构，即力发生器（作动器）；顶层装有加速度计，以

测量车身相对于地面的垂直加速度；底板连接有快速响应的直流电动机，可以模拟不

同的道路激励，电机旋转时，在输出轴上产生的扭矩通过丝杠和齿轮传动装置转换为

线性力，从而带动底板运动；底板和中间板的垂直位移由两个高分辨率光学编码器直

接跟踪，第三个编码器测量顶板相对于中间板的垂直运动（即悬架动行程）。
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图图图 3.1 主主主动动动悬悬悬架架架实实实验验验台台台

下面对主动悬架实验台重要的部件进行详细描述。

1.悬悬悬架架架直直直流流流电电电动动动机机机

主动悬架实验台安装了型号为3863H048C的Faulhaber无刷直流电动机，与常规的
直流电动机相比，它可以获得更快的响应速度。该电动机是主动悬架的作动器，根据

主动悬架控制器发出的指令产生作用于车身和轮胎之间的相互作用力以抑制车身振

动。

2.底底底板板板有有有刷刷刷伺伺伺服服服电电电动动动机机机

主动悬架实验台中带动底板运动从而模拟路面位移输入的电机采用的是美

国Magmotor公司生产的直流有刷伺服电机（S23-100系列），该电动机通过齿轮和
齿轮传动装置连接到丝杠，丝杠将电动机的旋转运动转换为底板的线性运动。

主动悬架实验台参数见表3.1。

3.1.2 传感器

1.位位位移移移传传传感感感器器器

主动悬架实验台安装有三个位移传感器，采用的是美国US Digital编码器，分别是
测量顶板垂直运动位移的顶板编码器、测量悬架动行程的悬架编码器和测量底板垂直

运动位移的底板编码器，均是高分辨率正交光学编码器。
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表表表 3.1 主主主动动动悬悬悬架架架实实实验验验台台台参参参数数数

参参参数数数 符符符号号号 数数数值值值 参参参数数数 符符符号号号 数数数值值值

簧载质量 ms 2.45 kg 非簧载质量 mu 1 kg

悬架阻尼 cs 7.5 N.s/m 悬架刚度 ks 900 N/m

轮胎刚度 ku 2500 N/m 最大作动力 umax 35 N

最大动行程 Smax 0.038 m 底板最大位移 Xmax 0.036 m

2.加加加速速速度度度传传传感感感器器器

ADXL210E是一款低成本、低功耗的双轴加速度计，安装在顶板下方，可以
在±10g的满量程范围内测量车身沿垂直方向的加速度。

3.1.3 数据采集卡

主动悬架硬件在环实验平台采用的数据采集卡是由Quanser公司研发的Q8-USB数
据采集卡，如图3.2所示。该数据采集卡拥有可靠的实时性能、采样速率快，且提供多
种输入输出通道。Q8-USB数据采集卡一端连接计算机另一端与功率放大器相连，一方
面用于将计算机产生的模拟控制量和路面输入位移输出到功率放大器，另一方面负责

将位移传感器信号和加速度传感器信号送入计算机中。

3.1.4 功率放大器

如图3.3所示Quanser公司的AMPAQ-L2功率放大器是一款线性电流放大器，在主动
悬架实验平台中，AMPAQ-L2功率放大器的作用是驱动悬架直流电动机和有刷伺服电
动机的驱动器。实验过程中AMPAQ-L2功率放大器一端连接到Q8-USB数据采集卡的模
拟输出，另一端与底板电动机连接口和悬架电动机连接口相连。

3.2 主动悬架硬件在环实验平台软件构成

主动悬架硬件在环实验平台的软件系统是基于Quanser公司最新一代快速建模实
时控制软件QUARC系统，能够无缝集成于MATLAB/Simulink。Simulink虽然具有强大
的图形建模仿真优势，但缺少实时控制系统的外部实物接口模块，利用QUARC软件
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图图图 3.2 Q8-USB数数数据据据采采采集集集卡卡卡 图图图 3.3 AMPAQ-L2功功功率率率放放放大大大器器器

和Simulink相结合的混合编程方案，用户可以在Simulink中搭建仿真模型和控制器，然
后通过QUARC自动生成实时代码，对硬件平台的信息进行采集，不需要任何硬件编
码即可自动实时运行。使用QUARC软件，在Simulink中搭建的仿真系统可被转化成能
够在许多目标处理器和操作系统组合上运行的实时代码，控制参数可在代码运行时修

改，方便快速设计、反复测试和诊断而不需要重新编译。

3.3 主动悬架硬件在环实验平台工作原理

主动悬架硬件在环实验台是基于QUARC实时控制软件的实时控制实验平台，可以
实现主动悬架控制策略的实验验证，其实时工作原理如图3.4所示。

MATLAB

SIMULINK

QUARC

AMPAQ-L2

Q8-USB

Analog

Output
Analog

Input

图图图 3.4 主主主动动动悬悬悬架架架硬硬硬件件件在在在环环环实实实验验验台台台实实实时时时工工工作作作原原原理理理
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MATLAB/Simulink

/QUARC

图图图 3.5 主主主动动动悬悬悬架架架硬硬硬件件件在在在环环环实实实验验验平平平台台台

从图3.4可以看出控制器是在MATLAB/Simulink中完成设计，计算机将路面位移信
息和控制器计算出的控制量经过Q8-USB数据采集卡的模拟输出通道送入AMPAQ-L2功
率放大器，功率放大器产生满足底板有刷伺服电动机和悬架直流电机要求的驱动电

流，驱动底板有刷伺服电动机带动底板运动产生路面位移并驱动悬架直流电机产生

作动力抑制车身振动；位移传感器和加速度计采集的位移和加速度模拟信号经过Q8-
USB数据采集卡送入计算机，Simulink根据传感器采集的悬架状态信息经过控制器处理
后输出，从而形成完整的闭环控制。主动悬架硬件在环实验台实物图如图3.5所示。

3.4 本章小结

本章首先介绍了主动悬架硬件在环实验平台的硬件结构组成，对主动悬

架实验台、数据采集卡、传感器和功率放大器进行了详细的介绍和说明。基

于Matlab/Simulink和QUARC实时控制软件，搭建了实时控制实验平台，并详细介
绍了实时控制系统的工作原理。
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第 4章 离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制主

动悬架

第二章指出，汽车主动悬架的控制问题可归结为一个具有时域约束条件的最优问

题，一方面要求提高乘坐舒适性，即从路面扰动到车身垂直加速度的响应越小越好，

同时还要求满足悬架动行程、轮胎接地性和执行机构饱和等硬约束条件，是一个典型

的多目标控制问题。

本章首先介绍线性矩阵不等式(LMI)的理论基础及系统性能的LMI分析，接着基
于LMI理论进行主动悬架多目标控制策略设计。本章采用H∞范数作为主动悬架系统性

能输出的优化指标，同时利用广义H2范数描述主动悬架系统的时域约束，对系统约束

输出的峰值限幅。在此基础上，为了同时兼顾提高系统控制性能和满足时域约束，本

章结合预测控制的滚动优化思想设计滚动时域H∞/广义H2主动悬架控制方法，该方法

基于连续模型和闭环预测，在每个采样时刻求解LMI优化问题，通过滚动优化实时调整
控制性能和系统约束。

滚动时域H∞/广义H2控制方法在滚动优化的过程中每一步都需要求解一组线性矩

阵不等式优化问题，需要较大的在线计算量，同时控制器求解时间长，不利于推广到

实际主动悬架控制系统中。为了降低在线计算的负担，缩短主动悬架控制器求解时

间，我们提出一种新的在线计算量小的控制方案，即离线构造一组状态反馈矩阵和一

组对应的椭圆不变集，在系统运行时根据系统状态所在的位置选择相应的状态反馈矩

阵。

4.1 LMI理论基础

线性矩阵不等式(Linear Matrix Inequality，LMI)是解决凸优化问题的有效方法常
被用来处理各种控制及系统问题。系统的各种性能指标和控制约束均可利用线性矩阵

不等式表示为独立的LMI形式，实现系统的多目标优化。另外，对于H∞和H2优化控

制，线性矩阵不等式方法采用基于分析的设计思路，克服了Riccati 设计方法中存在的
缺陷。
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4.1.1 线性矩阵不等式

线性矩阵不等式一般具有如下形式：

F (x) := F0 +
m∑
1

xiFi < 0 (4.1.1)

其中x1, · · · , xm是未知的实数变量（决策变量），x = (x1, · · · xm)T ∈ ℜm是由决策变量

组成的决策向量；Fi = F T
i ∈ ℜn×n, i = 0, · · · , m是给定的一组实对称矩阵，式(4.1.1)中

的“<0”表明F (x)是负定的，即对于任意非零向量v ∈ ℜn，都有vT F (x)v < 0。

线性矩阵不等式往往并不总是规范形式(4.1.1)，如F (x) > 0和F (x) < G (x)也
是LMI，经过处理可分别写成−F (x) < 0 和F (x) − G (x) < 0的标准形式。

一个线性矩阵不等式系统具有如下多个线性矩阵不等式

F1 (x) < 0, · · · , Fk (x) < 0

令F (x) = diag {F1 (x) , · · · , Fk (x)}，这里的diag {F1 (x) , · · · , Fk (x)}表示块对角矩
阵，F1 (x) , · · · , Fk (x)是矩阵对角线上的元素。F1 (x) < 0, · · · , Fk (x) < 0成立当且
仅当

F (x) < 0

成立。因此，一个具有多LMI约束的系统可由一个单独的LMI来表示。

1. LMI的的的性性性质质质

(1) 凸性

满足条件的线性矩阵不等式(4.1.1)中的x的全体构成了一个凸集：

ϕ = {x : F (x) < 0}

即对于任意的x1, x2 ∈ ϕ和α ∈ (0, 1)有

F [αx1 + (1 − α)x2] = αF (x1) + (1 − α)F (x2) < 0

这表明线性矩阵不等式(4.1.1)可描述自变量x的各种凸约束，且如果存在解，求这个

解x就是求解凸优化问题。

(2) 矩阵作变量

如下Lyapunov不等式
AT P + PA < 0 (4.1.2)

中A ∈ ℜn×n是已知的，P = P T ∈ ℜn×n是未知的矩阵变量，也就是说，该矩阵不等式中

的变量是一个矩阵。
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设n × n维对称矩阵的一个基底为e1, · · · , eM

(
M = n(n+1)

2

)
，则存在p1, · · · , pM，将

任意对称矩阵P = P T ∈ ℜn×n写成P =
M∑

i=1
piei，因此

AT

(
M∑

i=1
piei

)
+
(

M∑
i=1

piei

)
A

= p1
(
AT e1 + e1A

)
+ · · · + pM

(
AT eM + eMA

)
< 0

可以看出，上式是线性矩阵不等式的一般形式，这表明(4.1.2)是关于矩阵变量P的线性

矩阵不等式。

2. Schur补补补公公公式式式

Schur补公式可以将非线性的矩阵不等式转换成线性矩阵不等式。

引理 4.1 (Schur补公式 [57]) 给定一个对称矩阵S ∈ ℜn×n，并将S分块得到：

S =

[
S11 S12

S21 S22

]
(4.1.3)

其中S11 ∈ ℜr×r，以下三个条件等价：

(i) S < 0

(ii) S11 < 0, S22 − ST
12S

−1
11 S12 < 0

(iii) S22 < 0, S11 − S12S
−1
22 ST

12 < 0

证证证明明明：：：条件(i)⇔条件(ii)

由于S是对称矩阵，所以S11 = ST
11，S22 = ST

22，S12 = ST
21，对矩阵S进行初等运

算，能够得到[
I 0

−S21S
−1
11 I

][
S11 S12

S21 S22

][
I 0

−S21S
−1
11 I

]T

=

[
S11 0
0 S22 − S21S

−1
11 S12

]
因此有

S < 0

⇔

[
I 0

−S21S
−1
11 I

][
S11 S12

S21 S22

][
I 0

−S21S
−1
11 I

]T

< 0

⇔
[

S11 0
0 S22 − S21S

−1
11 S12

]
< 0

⇔ S11 < 0, S22 − ST
12S

−1
11 S12 < 0

如此便证明了(i)和条件(ii)等价。(i)⇔(iii)的证明与(i)⇔(ii)的证明类似。
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4.1.2 系统性能的LMI分析

线性时不变连续时间系统：{
ẋ(t) = Ax(t) + Bw(t)
z(t) = Cx(t) + Dw(t)

(4.1.4)

其中x(t) ∈ ℜnx为状态向量，w(t) ∈ ℜnw为外部输入，z ∈ ℜnz为系统输出。设Twz(s)表
示从外部输入w到输出z的闭环传递函数。

1. 二二二次次次稳稳稳定定定性性性

对于系统(4.1.4)，如果存在一个二次Lyapunov函数

V (x) = xT Px, P > 0 (4.1.5)

使得

AT P + PA < 0 (4.1.6)

成立，则称系统(4.1.4)是二次稳定的，式(4.1.6)中的矩阵P被称为Lyapunov矩阵。

2. H∞性性性能能能

定义系统(4.1.4)从输入w到系统输出z的H∞范数为：

∥Twz∥∞ := sup
w∈L2

∥z∥2
∥w∥2

(4.1.7)

式中w ∈ L2表示w是能量有界的信号，即

∥w∥2 :=
(∫ ∞

0
∥w(t)∥2dt

) 1
2

< ∞

其中∥w(t)∥ =
√

wT (t)w(t)是向量的2范数。

H∞范数是系统频率响应的最大奇异值的峰值，反映了能量有界信号作为系统输

入的情况下，系统输出信号与输入信号的能量之比。H∞范数的大小体现了系统从输

入w到输出z 的抗干扰能力，以下引理用线性矩阵不等式描述系统的H∞范数。

引理 4.2 (有界实引理) 对线性时不变系统(4.1.4)，给定一个实数γ > 0，那么下
面的条件是等价的 [43, 58]：

(i) 系统渐近稳定，且从输入w到输出z的H∞范数∥Twz∥∞ < γ；

(ii) 当且仅当存在一个矩阵P = P T > 0，使得
AT P + PA PB CT

BT P −I DT

C D −γ2I

 < 0 (4.1.8)

成立。
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证证证明明明：：：(ii) ⇒ (i)

由矩阵不等式(4.1.8)可推得AT P + PA < 0，由于矩阵P > 0，所以系统(4.1.4)是渐
近稳定的。

对矩阵不等式(4.1.8)左边的矩阵分别左乘和右乘矩阵diag{γ, γ, γ−1}，并记Pp =
γ2P，矩阵不等式(4.1.8)可转化为

AT Pp + PpA PpB CT

BT Pp −γ2I DT

C D −I

 < 0 (4.1.9)

需要说明的是，矩阵不等式(4.1.9)是矩阵不等式(4.1.8)的等价形式，而且V (x) =
xT Ppx是系统(4.1.4)的一个Lyapunov函数。

由Schur补公式，线性矩阵不等式(4.1.9) 等价于[
CT

DT

] [
C D

]
+

[
AT Pp + PpA PpB

BT Pp −γ2I

]
< 0 (4.1.10)

将不等式(4.1.10)左边的矩阵分别左乘
[

xT (t) wT (t)
]
和右乘

[
xT (t) wT (t)

]T

，得到

[Cx(t) + Dw(t)]T [Cx(t) + Dw(t)] + xT (t)Pp[Ax(t) + Bw(t)] + [Ax(t) + Bw(t)]T Ppx(t)
−γ2wT (t)w(t) < 0

(4.1.11)
将系统方程(4.1.4)代入式(4.1.11)，得到

zT (t)z(t) + xT (t)Ppẋ(t) + ẋT (t)Ppx(t) − γ2wT (t)w(t) < 0 (4.1.12)

由V (x) = xT Ppx可得到dV (t)
dt

= xT (t)Ppẋ(t) + ẋT (t)Ppx(t)，并将其代入(4.1.12)得

zT (t)z(t) − γ2wT (t)w(t) + dV (t)
dt

< 0

对上式从0到t积分得到∫ t

0
∥z(τ)∥2dτ − γ2

∫ t

0
∥w(τ)∥2dτ + V (x(t)) − V (x(0)) < 0 (4.1.13)

由w ∈ L2[0, ∞]，在不等式(4.1.13) 两边令t → ∞，假设x(0) = 0，则V (x(0)) = 0，又因
为V (x(∞)) ≥ 0，因此有∫ ∞

0
∥z(τ)∥2dτ − γ2

∫ ∞

0
∥w(τ)∥2dτ < 0

根据H∞范数的定义式(4.1.7)有∥Twz∥∞ < γ，命题得证。

3. 广广广义义义H2性性性能能能

定义系统(4.1.4)从输入w到输出z的广义H2 范数为:

∥Twz∥g := sup
{

∥z(t)∥ : x(0) = 0, t ≥ 0,

∫ t

0
∥w(τ)∥2dτ ≤ 1

}
(4.1.14)
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或

∥Twz∥g := sup
w∈L2

∥z∥∞
∥w∥2

(4.1.15)

式(4.1.14)和(4.1.15)中的∥z∥∞表示系统输出信号z的无穷范数

∥z∥∞ := max
i=1,2,··· ,nz

sup
t≥0

|zi|

广义H2范数是系统输出信号的无穷范数与输入信号能量的比值，也被称为系统

的L2 → L∞范数，它在时域上描述了w为单位能量信号时，系统输出z的峰值。因此，

当系统输入w 是能量有界信号时，广义H2性能是规划时域输出硬约束的恰当的指标。

以下引理用线性矩阵不等式描述系统的广义H2范数。

引理 4.3 对于线性时不变系统(4.1.4)，给定一个实数ρ > 0，假定D = 0，x(0) =
0，则下面的两个条件等价 [58, 59]：

(i) 系统渐近稳定，且从输入w到输出z的广义H2范数∥Twz∥g < ρ ；

(ii) 当且仅当存在一个矩阵P = P T > 0，使得[
AT P + PA PB

BT P −I

]
< 0 (4.1.16a)

[
P CT

C ρ2I

]
> 0 (4.1.16b)

成立。

证证证明明明：：：(ii) ⇒ (i)

记V (x) = xT Px，P > 0，由线性矩阵不等式(4.1.16a)可推得AT P + PA < 0，由于
矩阵P > 0，因此系统(4.1.4)是渐近稳定的。

将不等式(4.1.16a)左边的矩阵分别左乘和右乘
[

xT (t) wT (t)
]
和

[
xT (t) wT (t)

]T

，

得到

x(t)P (Ax(t) + Bw(t)) + (Ax(t) + Bw(t))T Px(t) − wT (t)w(t) < 0 (4.1.17)

将系统方程(4.1.4)中的ẋ = Ax(t) + Bw(t) 带入不等式(4.1.17)，可得

xT (t)Pẋ(t) + ẋT (t)Px(t) − wT (t)w(t) < 0 (4.1.18)

由V (x) = xT Px可推得dV (t)
dt

= xT (t)Pẋ(t) + ẋT (t)Px(t)，将其代入不等式(4.1.18)得
dV (t)

dt
− wT (t)w(t) < 0

对上式进行积分，得到

xT (t)Px(t) <

∫ t

0
∥w(τ)∥2dτ + xT (0)Px(0) (4.1.19)
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由于x(0) = 0，不等式(4.1.19)可写为

xT (t)Px(t) <

∫ t

0
∥w(τ)∥2dτ (4.1.20)

由Schur补公式，线性矩阵不等式(4.1.16b)等价于
CT C < ρ2P (4.1.21)

联立系统方程(4.1.4)、不等式(4.1.20)和不等式(4.1.21)，可得
zT (t)z(t) = xT (t)CT Cx(t)

< ρ2xT (t)Px(t)

< ρ2
∫ t

0
∥w(τ)∥2dτ

< ρ2
∫ ∞

0
∥w(τ)∥2dτ

(4.1.22)

式(4.1.22)对t ∈ [0, ∞)均成立。根据广义H2范数的定义(4.1.15)，有∥Twz∥g < ρ，命题得

证。

4.2 滚动时域H∞/广义H2主动悬架

4.2.1 滚动时域H∞/广义H2控制方法

不失一般性，设带有外部干扰的线性时不变约束系统由如下方程描述：
ẋ(t) = Ax(t) + B1w(t) + B2u(t)
z1(t) = C1x(x) + D11w(t) + D12u(t)
z2(t) = C2x(t) + D21w(t) + D22u(t)

(4.2.1)

系统的时域约束条件为

|z2i(t)| ≤ z2i,max, i = 1, 2, . . . , nz2 , t ≥ 0 (4.2.2)
其中x ∈ ℜnx为状态变量，w ∈ ℜnw为外部扰动输入，u ∈ ℜnu为控制输入，z1 ∈ ℜnz1为

性能输出，z2 ∈ ℜnz2为约束输出，z2包含控制约束。另外，假设D21 = 0，表明外部输
入w不直接影响系统的约束输出z2。

系统(4.2.1)的控制目标为：闭环系统内部稳定，在干扰w(t)的作用下性能输
出z1(t)一直保持“小”数值，且满足约束(4.2.2)。

本章考虑状态反馈控制u(t) = Kx(t)，K为状态反馈增益，则闭环系统可描述为
ẋ(t) = Aclx(t) + B1w(t)
z1(t) = C1,clx(t) + D11w(t)
z2(t) = C2,clx(t) + D21w(t)

(4.2.3)
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其中Acl = A + B2K，C1,cl = C1 + D12K，C2,cl = C2 + D22K。

基于状态反馈控制的闭环系统(4.2.3)，控制目标可等价地描述为：

命题 4.1 设计控制器使闭环系统(4.2.3)内部稳定，从干扰w(t)到性能输
出z1(t)的H∞范数最小，从干扰w(t)到约束输出z2(t)的广义H2范数小于正数ρ。

令Twz1(s)表示从干扰w(t)到性能输出z1(t)的闭环传递函数，Twz2(s)表示从干
扰w(t)到约束输出z2(t)的闭环传递函数，则命题4.1可等价为：

minimize∥Twz1∥∞, 满足∥Twz2∥g < ρ, ρ > 0

首先给出H∞/广义H2控制方法。

定理 4.1 假设系统的初值x(0) = 0，给定正数ρ > 0，γ > 0，如果存在合适维度
的矩阵Y和正定对称矩阵Q，使得以下LMI优化问题

minimize
γ,Q,Y

γ2 subject to (4.2.4)
AQ + QAT + B2Y + (B2Y )T B1 (C1Q + D12Y )T

BT
1 −I DT

11

C1Q + D12Y D11 −γ2I

 < 0 (4.2.4a)

[
Q (C2Q + D22Y )T

C2Q + D22Y ρ2I

]
> 0 (4.2.4b)

存在最优解(γ∗, Q∗, Y ∗)，则状态反馈矩阵可由K∗ = Y ∗(Q∗)−1计算得到，而且闭环系

统(4.2.3)

1) 内部渐近稳定；

2) 从外部干扰w(t)到性能输出z1(t)的H∞性能小于γ∗；

3) 外部扰动的能量如果不大于1，则满足时域约束(4.2.2)；

证证证明明明：：：

由引理4.2可知，Acl是稳定的且从干扰输入w(t)到性能输出z1(t)的H∞性能小于已知

的正数γ，这等价于当且仅当存在一个对称矩阵P1 > 0 使得以下线性矩阵不等式成立
AT

clP1 + P1Acl P1B1 CT
1,cl

BT
1 P1 −I DT

11

C1,cl D11 −γ2I

 < 0 (4.2.5)

将Acl = A + B2K，C1,cl = C1 + D12K带入(4.2.5)，整理得
AT P1 + P1A + P1B2K + (P1B2K1)T P1B1 (C1 + D12K)T

BT
1 P1 −I DT

11

C1 + D12K D11 −γ2I

 < 0 (4.2.6)

30

万方数据



第 4章 离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制主动悬架

令Q = P −1
1 ，并且使用diag {Q, I, I} 分别左乘和右乘线性矩阵不等式(4.2.6)，可得

AQ + QAT + B2KQ + (B2KQ)T B1 (C1Q + D12KQ)T

BT
1 −I DT

11

C1Q + D12KQ D11 −γ2I

 < 0 (4.2.7)

再令Y = KQ并代入不等式(4.2.7)，得到关于γ、Q、Y的线性矩阵不等式(4.2.4a)。

由引理4.3可知，∥T2∥g ≤ ρ，ρ > 0等价于当且仅当存在一个对称矩阵P2 > 0使以下
不等式成立 [

AT
clP2 + P2Acl P2B1

BT
1 P2 −I

]
< 0 (4.2.8a)[

P2 CT
2,cl

C2,cl ρ2I

]
> 0 (4.2.8b)

在多目标控制框架下 [57, 60, 61]，令P2 = P1 = P（P1是H∞性能对应的Lyapunov矩
阵）且Q = P −1

2 ，将Acl = A + B2K和C2,cl = C2 + D22K分别代入(4.2.8a) 和(4.2.8b)，
并用diag {Q, I}分别左乘和右乘不等式(4.2.8a)和(4.2.8b)，得到[

AQ + QAT + B2KQ + (B2KQ)T B1

BT
1 −I

]
< 0 (4.2.9a)[

Q (C2Q + D22KQ)T

C2Q + D22KQ ρ2I

]
> 0 (4.2.9b)

将Y = KQ代入不等式(4.2.9b)，得到线性矩阵不等式(4.2.4b)，再将Y = KQ代入不等

式(4.2.9a)，得到 [
AQ + QAT + B2Y + (B2Y )T B1

BT
1 −I

]
< 0 (4.2.10)

可以看到，不等式(4.2.10)内蕴于不等式(4.2.4a)。因此，如果LMI优化问题(4.2.4)有
解(γ∗, Q∗, Y ∗)，则闭环系统(4.2.3)满足定理4.1中的三条结论。

定理得证。

前述H∞/广义H2控制方法是一次性设计的方法，无法同时兼顾系统约束与控制性

能。如果外部干扰的能量小于单位能量，系统能很好地满足约束，但当遇到大干扰

作用时，系统往往超出约束，甚至损坏设备。为了解决这个问题，lunw 设计滚动时
域H∞/广义H2控制方法，在每个采样时刻在线求解LMI 优化问题，充分地利用实时状
态包含的信息，使闭环系统实时协调控制性能和系统约束的矛盾，在保证约束满足的

前提下获得尽可能好的控制性能。

根据上一节对引理4.3的讨论，矩阵不等式(4.2.8a)等价于

xT (t)Px(t) <

∫ t

0
∥w(τ)∥2dτ + xT (0)Px(0)
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矩阵不等式(4.2.8b)等价于
zT

2 (t)z2(t) < ρ2xT (t)Px(t)

因此

zT
2 (t)z2(t) < ρ2

[∫ ∞

0
∥w(τ)∥2dτ + xT (0)Px(0)

]
(4.2.11)

假设外部扰动的能量
∫ ∞

0 ∥w(τ)∥2dτ ≤ wmax，则有

∥z2(t)∥2 < ρ2 [wmax + xT (0)Px(0)
]

(4.2.12)

其中wmax是外部扰动的最大能量。

不等式(4.2.12)表明，在非零初始条件(x(0) ̸= 0)下，得不到∥z2(t)∥ < ρ，但是如

果tk时刻的状态x(tk)保持在一个由P和wmax定义的椭圆内

Ω(P, wmax) :=
{

x ∈ ℜnx|wmax + xT (t)Px(t) ≤ 1
}

(4.2.13)

则下一采样时刻tk+1就能够得到∥z2(t)∥ < ρ。

由于Q = P −1，则由引理4.1(Schur补公式)知，x(tk) ∈ Ω(P, wmax)等价于[
1 − wmax xT (tk)

x(tk) Qtk

]
≥ 0 (4.2.14)

在每个采样时刻，在线求解优化问题

minimize
γ,Q,Y

γ2 subject to LMIs(4.2.4a), (4.2.4b), (4.2.14) (4.2.15)

如果LMI优化问题(4.2.15)有最优解(γtk
, Qtk

, Ytk
)，则当前时刻tk的状态反馈矩阵

为Ktk
= Ytk

Q−1
tk
，且当前时刻的控制律

u(t) = Ktk
x(t), ∀t ∈ [tk, tk+1) , k ≥ 0 (4.2.16)

滚动策略(4.2.15)能够在满足系统约束的前提下保证每个时刻的H∞性能（耗散

性），但是不一定能保证闭环系统(4.2.3)在整个时域上的H∞性能。

闭环系统(4.2.3)的Lyapunov函数为V (x) = xT Px，P > 0，根据上一节对引
理4.2(有界实引理)的讨论，矩阵不等式(4.2.5)等价于以下积分耗散不等式：∫ t

0
∥z(τ)∥2dτ − γ2

∫ t

0
∥w(τ)∥2dτ ≤ V (x(0)) − V (x(t)) (4.2.17)

定义V (t, x(t)) = xT (t)Ptk
x(t), ∀t ∈ [tk, tk+1)，则闭环系统(4.2.3)在t ∈ [tk, tk+1)上满

足以下积分耗散不等式：∫ t

tk

∥z1(τ)∥2dτ − γ2
tk

∫ t

tk

∥w(τ)∥2dτ ≤ V (tk, x(tk)) − V (t, x(t)) (4.2.18)

即 ∫ t

tk

∥z1(τ)∥2dτ − γ2
tk

∫ t

tk

∥w(τ)∥2dτ ≤ xT (tk)Ptk
x(tk) − xT (t)Ptk

x(t) (4.2.19)

可以看到积分耗散不等式(4.2.19)只是在一小段时间t ∈ [tk, tk+1)上成立。
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根据前面的讨论，在每个采样时刻都要求解优化问题，如果优化问题(4.2.15)在
每个时刻均有最优解，则闭环系统(4.2.3)对所有的(γtk

, Ptk
), k = 0, 1, 2, ...满足下列不等

式： ∫ t1
t0

∥z1(τ)∥2dτ − γ2
t0

∫ t1
t0

∥w(τ)∥2dτ ≤ xT (t0)Pt0x(t0) − xT (t1)Pt0x(t1)∫ t2
t1

∥z1(τ)∥2dτ − γ2
t1

∫ t2
t1

∥w(τ)∥2dτ ≤ xT (t1)Pt1x(t1) − xT (t2)Pt1x(t2)
...∫ t

tk
∥z1(τ)∥2dτ − γ2

tk

∫ t

tk
∥w(τ)∥2dτ ≤ xT (tk)Ptk

x(tk) − xT (t)Ptk
x(t)

(4.2.20)

其中t ∈ [tk, tk+1) , k ≥ 0，将(4.2.20)中各不等式的左右两边分别相加，可得∫ t

t0

[
∥z1(τ)∥2 − max {γt0 , γt1 , · · · , γtk

}2∥w(τ)∥2] dτ ≤ xT (t0) Pt0x (t0)

−xT (t)Ptk
x(t) −

k∑
i=1

[
xT (ti) Pti−1x (ti) − xT (ti) Pti

x (ti)
] (4.2.21)

不等式(4.2.21)可以写为∫ t

t0

[
∥z1(τ)∥2 − γ2

max∥w(τ)∥2] dτ ≤ V (t0, x (t0)) − V (t, x (t))

−
k∑

i=1

[
xT (ti) Pti−1x (ti) − xT (ti) Pti

x (ti)
] (4.2.22)

其中γmax = max {γt0 , γt1 , · · · , γtk
}。

定义pt0 = 0和

ptk
=

k∑
i=1

[
xT (ti)Pti−1x (ti) − xT (ti)Pti

x (ti)
]

(4.2.23)

可以看出，对于不等式(4.2.22)，如果ptk
≥ 0，则闭环系统(4.2.3)在整个时域上满足耗

散不等式 ∫ t

t0

(
∥z(τ)∥2 − γ2

max∥w(τ)∥2) dτ ≤ V (t0, x (t0)) − V (t, x (t)) (4.2.24)

即闭环系统(4.2.3)在整个时域上的H∞ 性能得到了保证。

式(4.2.23)可化为如下形式的迭代式

ptk
:= ptk−1 +

[
xT (tk)Ptk−1x (tk) − xT (tk)Ptk

x (tk)
]

(4.2.25)

ptk
在每个时刻由迭代式更新计算。

因此ptk
≥ 0可由下面的耗散不等式约束来保证 [47]：

ptk−1 +
[
xT (tk)Ptk−1x (tk) − xT (tk)Ptk

x (tk)
]

≥ 0 (4.2.26)

又Qtk−1 = P −1
tk−1
，由引理4.1(Schur公式)得，不等式(4.2.26)等价于：[

ptk−1 + xT (tk)Q−1
tk−1

x(tk) xT (tk)
x(tk) Qtk−1

]
≥ 0 (4.2.27)

由此便得到了保证闭环系统(4.2.3)在整个时域上的H∞性能的线性矩阵不等式条件。

在每个采样时刻tk求解以下LMI优化问题

minimize
γ,Q,Y

γ2 subject to LMIs(4.2.4a), (4.2.4b), (4.2.14), (4.2.27) (4.2.28)
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如果优化问题(4.2.28)有解
(
γ∗

tk
, Q∗

tk
, Y ∗

tk

)
，则tk时刻的状态反馈控制律：

u(t) = K∗
tk

x(t) = Y ∗
tk

(
Q∗

tk

)−1
x(t), ∀t ∈ [tk, tk+1) , k ≥ 0 (4.2.29)

在下一时刻tk+1到来之前，u(t)将一直作用于系统。
滚动时域H∞/广义H2控制策略(4.2.28)在满足系统约束的前提下不仅能够保证每个时刻
系统的耗散性能，而且在整个时域上也能够保证闭环系统的耗散性。

基于闭环系统(4.2.3)，给出以下结论：

定理 4.2 假设(A, B2)可稳，如果滚动时域H∞/广义H2控制策略(4.2.28)在每个采
样时刻均有最优解

(
γ∗

tk
, Q∗

tk
, Y ∗

tk

)
，则由状态反馈控制律(4.2.29)构成的闭环系统：

1) 内部二次稳定；

2) 满足系统约束(4.2.2)；

3) 从干扰输入w(t)到性能输出z1(t)的H∞范数小于正数γmax；

4.2.2 滚动时域H∞/广义H2悬架控制器设计

本小节基于滚动时域H∞/广义H2方法进行主动悬架控制器设计，采用的是如第二

章建立的1/4车主动悬架系统模型。根据第二章的讨论，取优化输出和约束输出分别
为z1（车身垂直加速度）和z2（悬架动行程、轮胎接地性和作动器输出饱和等约束）：

z1 = ẍs, z2 =


xs−xu

Smax
ku(xu−xr)
(ms+mu)g

u
umax

 (4.2.30)

式(4.2.30)中的输出约束z2已归一化处理，因而只需要求∥z2∥ ≤ 1，即ρ= 1。

主动悬架系统方程 
ẋ(t) = Ax(t) + B1w(t) + B2u(t)
z1(t) = C1x(t) + D11w(t) + D12u(t)
z2(t) = C2x(t) + D21w(t) + D22u(t)

(4.2.31)

其中

A =


0 1 0 −1

− ks

ms
− cs

ms
0 cs

ms

0 0 0 1
ks

mu

cs

mu
− ku

mu
− cs

mu

 , B1 =
[

0 0 −1 0
]T

, B2 =
[

0 1
ms

0 − 1
mu

]T
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C1 =
[

− ks

ms
− cs

ms
0 cs

ms

]
, C2 =


1

Smax
0 0 0

0 0 ku

(ms+mu)g 0
0 0 0 0


D11 = 0, D12 = 1

ms
, D21 =

[
0 0 0

]T

, D22 =
[

0 0 1
umax

]T

表表表 4.1 悬悬悬架架架模模模型型型参参参数数数

参参参数数数 符符符号号号 数数数值值值

簧载质量 ms 320 kg

非簧载质量 mu 40 kg

悬架阻尼 cs 1000 N.s/m

悬架刚度 ks 18000 N/m

轮胎刚度 ku 200000 N/m

最大作动力 umax 1000 N

最大动行程 Smax 0.08 m

主动悬架滚动时域H∞/广义H2控制方法能够实时调整主动悬架的约束和性能，使

主动悬架闭环系统内部稳定，即使在非常恶劣的路况上行驶，依然能够保证悬架动

行程、轮胎接地性和作动力不超出约束，同时尽可能降低从路面干扰到车身垂直加

速度的响应。本章同时设计H∞/广义H2固定状态反馈控制器作为对比，求解优化问

题(4.2.4)即可求得H∞/广义H2控制的状态反馈矩阵。

4.2.3 仿真分析

车辆在路面行驶过程中，确定性路面干扰输入往往导致悬架违背动行程和接地

性要求。为了能够充分体现出本章所设计的控制方法对约束满足和控制性能提高的

协调能力，本章主动悬架系统的路面干扰输入选择如式(2.1.3)描述的长坡形凸块路
面。仿真使用的主动悬架各参数见表4.1，其中悬架动行程和作动器输出最大值分别
为Smax = 0.08m和umax = 1000N。

取采样时间为0.02s，仿真时长2s，图4.1、4.2、和4.3分别给出了汽车以低
速20km/h、中速40km/h和高速65km/h驶过高Am = 0.1m，宽L = 5m凸块（低速、

中速和高速针对的是所采用的凸块的大小规格来说的）的滚动时域H∞/广义H2主动悬

架（实线）、H∞/广义H2主动悬架（虚线）和被动悬架（点划线）响应曲线。
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可以看到，在任何行车速度下被动悬架的车身垂直加速度峰值均最高，乘坐舒适

性最差。另一方面，被动悬架的响应在扰动消失很长时间后仍然有明显的震荡，相比

之下主动悬架能够很快地进入稳态。
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图图图 4.1 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应(仿仿仿真真真v = 20km/h)

由图4.1可知，低速(20km/h)时，H∞/广义H2主动悬架和滚动时域H∞/广义H2主动

悬架的响应均满足约束要求，而且能够很好地改善乘坐舒适性，两者的性能输出（车

身垂向加速度）大体相同，这一点从表4.2中也能看出。

从图4.2可以看出，中速(40km/h) 时，被动悬架的悬架动行程违背了约束；H∞/广
义H2 主动悬架和滚动时域H∞/广义H2主动悬架都能够很好地改善乘坐舒适性，

但H∞/广义H2主动悬架的作动力超出了饱和限制，而滚动时域H∞/广义H2主动悬架的

各约束条件均能满足要求，而且在作动力即将超出限制时能够主动调节以避免超出最

大作动力限制。

由图4.3可以看到，高速(65km/h) 时，H∞/广义H2主动悬架的悬架动行程和作动

力均违背了约束（牺牲了悬架动行程来优化乘坐舒适性），而滚动时域H∞/广义H2主

动悬架响应均在约束范围内。滚动时域H∞/广义H2主动悬架的车身垂直加速度响应变

差，几乎和被动悬架相近，由此可见高速大扰动下，滚动时域H∞/广义H2主动悬架系
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图图图 4.2 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应(仿仿仿真真真v = 40km/h)

统约束的满足是以降低乘坐舒适性为代价。

表表表 4.2 车车车身身身垂垂垂直直直加加加速速速度度度RMS值值值

20km/h 40km/h 65km/h

被动悬架 2.2030 2.4126 2.0804

H∞/广义H2主动悬架 0.6102 0.7141 0.7735

滚动时域H∞/广义H2主动悬架 0.6663 0.7580 1.5736

通过对表4.2中车身垂直加速度均方根值的分析，加上分析对比图4.1、图4.2 和
图4.3中车身垂直加速度和约束输出响应，能够看出滚动时域H∞/广义H2控制方法是按

以下思路调节约束满足和控制性能提高之间的矛盾关系的：在系统遇到大扰动即将超

出约束限制（接近约束边界）时，降低控制性能以避免违背约束；当系统遇到的扰动

不足以导致超出约束（远离约束边界）时，提高系统的性能。
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图图图 4.3 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应(仿仿仿真真真v = 65km/h)

4.3 离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架

前一小节设计的滚动时域H∞/广义H2控制方法能够兼顾系统的约束和性能，但由

于在系统运行的每个时刻都需要求解一组线性矩阵不等式，控制器解算耗时长、在线

计算量大，因此该控制方法不利于主动悬架系统的实时主动控制。针对主动悬架控制

系统，在上一小节滚动时域H∞/广义H2控制方法的基础上，本小节基于渐近稳定的椭

圆不变集的概念，设计一种滚动时域H∞/广义H2控制的离线实现算法，该算法不仅可

以兼顾系统约束和性能提高，而且能够大大降低控制器求解时间，因此该算法能够应

用于实际悬架系统中。

离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制方法分为“离线设计”和“在线综合”，通

过离线求解LMI优化问题，确定一系列嵌套的渐近稳定椭圆不变集和对应的状态反馈矩
阵并将其存储起来 [62–66]；在线时，搜索包含当前系统状态的最小的渐近稳定椭圆不变

集，实际状态反馈矩阵采用该渐近稳定椭圆不变集对应的状态反馈矩阵。
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4.3.1 离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制方法

考虑由方程(4.2.1)描述的线性时不变约束系统，时域约束条件由(4.2.2)给出，z1为

控制输出，z2为约束输出，假设外部干扰满足
∫ ∞

0 ∥w(τ)∥2dτ ≤ wmax，其中wmax是外部

干扰的最大能量。

考虑状态反馈控制u(t) = Kx(t)，闭环系统可由(4.2.3)描述。

1. 渐渐渐近近近稳稳稳定定定的的的椭椭椭圆圆圆不不不变变变集集集

定义系统(4.2.1)的状态空间ℜnx 的一个子集为

ξ = {x ∈ ℜnx | ∥x∥2
Q−1 ≤ 1 − wmax} (4.3.1)

其中∥x∥2
Q−1 = xT Q−1x，集合ξ是系统(4.2.1)的渐近稳定椭圆不变集。

2. 离离离线线线设设设计计计

“离线设计”能够得到N个互相嵌套的渐近稳定椭圆不变集ξi = {x ∈
ℜnx | ∥x∥2

Q−1
i

≤ 1 − wmax}和对应的状态反馈增益矩阵Ki = YiQ
−1
i , i = 1, 2, · · · , N。

“离线设计”具体过程分为以下两个步骤进行：

步步步骤骤骤1：：：基于含有约束(4.2.2)的系统(4.2.1)，给定一个距原点充分远的可
行状态x1，将不等式(4.2.14)中的x(tk)用x1替换，Qtk

用Q1替换，然后求解优化问

题(4.2.15)得到优化解γ1, Y1, Q1和椭圆不变集ξ1 = {x ∈ ℜnx | ∥x∥2
Q−1

1
≤ 1 − wmax}，

将γ1, Y1, Q1, K1(= Y1Q
−1
1 )存储至表中。

步步步骤骤骤2：：：从i = 2到i = N，在第i − 1个椭圆不变集中选择状态xi，即xi满

足∥xi∥2
Q−1

i−1
≤ 1 − wmax，将不等式(4.2.14)中的x(tk)替换为xi，Qtk

替换为Qi，并增加

约束条件

Qi < Qi−1 (4.3.2)

离线求解以下优化问题

minimize
γ,Q,Y

γ2 subject to LMIs(4.2.4a), (4.2.4b), (4.2.14), (4.3.2) (4.3.3)

得到γi, Yi, Qi和对应的椭圆不变集ξi = {x ∈ ℜnx | ∥x∥2
Q−1

i
≤ 1 − wmax}，计算出Ki =

YiQ
−1
i ，将γi, Yi, Q−1

i , Ki存储至查找表中。

注 4.1 在步骤2中从i = 2到i = N，我们增加了约束条件Qi < Qi−1，也即Q−1
i−1 <

Q−1
i 。对于渐近稳定椭圆不变集ξi−1 = {x ∈ ℜnx | ∥x∥2

Q−1
i−1

≤ 1 − wmax}和ξi = {x ∈
ℜnx | ∥x∥2

Q−1
i

≤ 1 − wmax}来说，Q−1
i−1 < Q−1

i 意味着椭圆不变集ξi在椭圆不变集ξi−1的内

部，即ξi ⊂ ξi−1。因此我们离线得到的渐近稳定椭圆不变集ξ1, ξ2, · · · , ξi, · · · , ξN是逐个

包含嵌套的，且ξ1最大，ξN最小。
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通过以上“离线设计”的步骤我们得到了包含N组数据的查找表，如表4.3所示。

表表表 4.3 “““离离离线线线设设设计计计”””生生生成成成的的的查查查找找找表表表

γ1 γ2 · · · γi · · · γN

Y1 Y2 · · · Yi · · · YN

Q−1
1 Q−1

2 · · · Q−1
i · · · Q−1

N

K1 K2 · · · Ki · · · KN

从“离线设计”的过程中能够看出，无论是步骤1中求解的优化问题(4.2.15)还是步
骤2中求解的优化问题(4.3.3)中都不包含4.2节中系统耗散性约束(4.2.27)，这是因为我们
是离线求解优化问题，无法将系统运行的任何量进行累加。因此，在“离线设计”中

无法求解带耗散性约束的优化问题，但这并不代表我们无法保证系统的耗散性，我门

将在“在线综合”中将闭环系统的耗散性考虑进来。

2. 在在在线线线综综综合合合

“在线综合”就是在线查表、在线搜索，求解控制器，系统运行的每个采样时刻

通过查找“离线设计”得到的表4.3找到并确定系统状态所处的位置，然后选择相应的
状态反馈增益矩阵。

设系统(4.2.1)运行的当前时刻为tk，对应的状态为x(tk)，当前时刻的状态反馈矩阵
为K(tk)。x(tk)的位置分为三种情况：在最大的椭圆不变集的外面，在两个椭圆不变集
之间的环形区域，在最小的椭圆不变集内。根据x(tk)的位置求解状态反馈矩阵的具体
步骤如下：

步步步骤骤骤1：：：判断当前时刻的状态x(tk)是否在最大的椭圆不变集ξ1外面的区域，若在，

即x(tk)满足如下不等式
∥x(tk)∥2

Q−1
1

> 1 − wmax (4.3.4)

成立，则当前时刻的状态反馈矩阵选择为最大椭圆不变集对应的状态反馈矩阵，也就

是Ktk
= K1；若x(tk)不在ξ1外面的区域，即(4.3.4) 不成立，则令i = 1，进行步骤2，向

椭圆不变集区域内搜索。

步步步骤骤骤2：：：判断当前时刻的状态x(tk)在哪两个椭圆不变集之间，则选择这两个椭圆不
变集中包围当前状态的椭圆不变集对应的状态反馈矩阵：若x(tk)满足条件

∥x(tk)∥2
Q−1

i
≤ 1 − wmax且 ∥x(tk)∥2

Q−1
i+1

> 1 − wmax (4.3.5)

则Ktk
= Ki；若不满足，进行步骤3，向更小的椭圆不变集搜索。

步步步骤骤骤3：：：如果i < N，令i = i + 1，返回步骤2；如果i = N，进行步骤4。
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步步步骤骤骤4：：：当前时刻的状态x(tk)在最小的椭圆不变集ξN区域内，即∥x(tk)∥2
Q−1

N
≤

1 − wmax，则当前时刻的状态反馈矩阵选择为ξN对应的状态反馈矩阵，即Ktk
= KN。

综合以上在线查表过程，tk时刻状态反馈矩阵Ktk
可由下式给出

Ktk
=


K1, ∥x(tk)∥2

Q−1
1

> 1 − wmax

Ki, ∥x(tk)∥2
Q−1

i
≤ 1 − wmax且 ∥x(k)∥2

Q−1
i+1

> 1 − wmax, i ̸= N

KN , ∥x(tk)∥2
Q−1

N
≤ 1 − wmax

(4.3.6)

通过以上“在线综合”过程得到当前tk时刻的控制律为

u(tk) = Ktk
x(tk) (4.3.7)

在每个时刻运用控制律(4.3.7)能满足系统的约束条件且能够保证每个时刻的H∞性

能，但是不能保证闭环系统在整个时域上的耗散性(H∞性能)。结合4.2节关于耗散性的
讨论，下面我们给出保证闭环系统在整个时域上的耗散性的“在线综合”过程。

设系统运行时的前一时刻为tk−1，对应的状态反馈矩阵为Ktk−1，结合4.2节，设

pt0 = 0, ptk
:= ptk−1 +

[
xT (tk)

(
Ptk−1 − Ptk

)
x (tk)

]
其中Ptk−1为前一时刻系统的Lyapunov矩阵，Ptk

为当前时刻系统的Lyapunov矩阵，又
因为Q−1

tk−1
= Ptk−1 , Q−1

tk
= Ptk

，所以ptk
又可以写为：

ptk
= ptk−1 +

[
xT (tk)

(
Q−1

tk−1
− Q−1

tk

)
x (tk)

]
(4.3.8)

只有在系统运行的每个采样时刻均满足耗散性条件ptk
≥ 0，才能保证闭环系统在整个

时域上的耗散性。

步步步骤骤骤1：：：判断当前时刻的状态x(tk)是否在最大的椭圆不变集ξ1外面的区域，若在，

也即不等式(4.3.4)成立，将ξ1对应的Q−1
1 作为当前时刻Lyapunov矩阵的逆，即Q−1

tk
=

Q−1
1 ，并根据式(4.3.8)计算当前时刻的ptk

，若ptk
≥ 0（满足耗散性条件），则选择最大

椭圆不变集ξ1对应的状态反馈矩阵作为当前时刻的状态反馈矩阵，也就是Ktk
= K1；

若ptk
< 0（不满足耗散性条件），当前时刻的状态反馈矩阵Ktk

选择为上一时刻的状态

反馈矩阵，也就是Ktk
= Ktk−1，如此则有Q−1

tk
= Q−1

tk−1
，根据式(4.3.8)，有

ptk
= ptk−1 +

[
xT (tk)

(
Q−1

tk−1
− Q−1

tk−1

)
x (tk)

]
= ptk−1

≥ 0

(4.3.9)

如此便满足了耗散性条件。如果x(tk)不在ξ1的外面，也即不等式(4.3.4)不成立，则需要
向更小的椭圆不变集继续搜索，令i = 1，进行步骤2。

步步步骤骤骤2：：：判断当前状态x(tk)在哪两个椭圆不变集ξi和ξi+1之间的环形区域，也即

若x(tk) 满足条件(4.3.5)，选择包围状态x(tk)的椭圆不变集ξi对应的Q−1
i 作为当前时

刻Lyapunov矩阵的逆，即Q−1
tk

= Q−1
i ，由式(4.3.8)计算ptk

，若ptk
≥ 0（满足耗散性条
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件），则选择这两个椭圆不变集中包围当前状态的椭圆不变集ξi对应的状态反馈矩

阵Ki 作为当前时刻的状态反馈矩阵K(tk)，也即Ktk
= Ki；若ptk

< 0（不满足耗散性条
件），当前时刻的状态反馈矩阵选择为上一时刻的状态反馈矩阵，即Ktk

= Ktk−1，如

此便有Q−1
tk

= Q−1
tk−1
，根据式(4.3.8)，有(4.3.9)成立，耗散性条件得到满足。如果x(tk)不

在椭圆不变集ξi和ξi+1之间，则需要向更小的椭圆不变集继续搜索，进行步骤3。

步步步骤骤骤3：：：如果i < N，令i = i + 1，返回步骤2；如果i = N，进行步骤4。

步步步骤骤骤4：：：当前时刻的状态x(tk)在最小的椭圆不变集ξN区域内，即∥x(tk)∥2
Q−1

N
≤

1 − wmax，令Q−1
tk

= Q−1
N ，由式(4.3.8)计算ptk

，若ptk
≥ 0，则当前时刻的状态反馈矩阵

选择为ξN 对应的状态反馈矩阵，即Ktk
= KN；若ptk

< 0，当前时刻的状态反馈矩阵
选择为上一时刻的状态反馈矩阵，即Ktk

= Ktk−1，则有Q−1
tk

= Q−1
tk−1
，根据式(4.3.8)，

有(4.3.9)成立，耗散性条件得到满足。

综合以上在线查表过程，tk时刻状态反馈矩阵Ktk
可由下式给出

Ktk
=


K1, ∥x(k)∥2

Q−1
1

> 1 − wmax, ptk
≥ 0

Ki, ∥x(k)∥2
Q−1

i
≤ 1 − wmax, ∥x(k)∥2

Q−1
i+1

> 1 − wmax, i ̸= N, ptk
≥ 0

KN , ∥x(k)∥2
Q−1

N
≤ 1 − wmax, ptk

≥ 0
Ktk−1 , ptk

< 0

(4.3.10)

实际系统运行时，在采样时刻tk，在线查表找到系统的实际状态值xtk
所在的位置

并得到相应的控制律；等到下一采样时刻tk+1，再根据tk+1时刻系统状态的位置重新求

解新的控制律。

tk时刻的控制律为

u(tk) = Ktk
x(tk) (4.3.11)

在下一时刻tk+1到来之前，u(tk)将一直作用于系统。

定理 4.3 在每个采样时刻tk，根据“在线综合”的步骤求解tk时刻的控制

律(4.3.11)，由该状态反馈控制律构成的闭环系统(4.2.3)

1) 内部渐近稳定；

2) 从外部扰动w(t)到控制输出z1(t)的H∞性能最小；

3) 满足时域约束(4.2.2)；

4.3.2 离线优化的滚动时域H∞/广义H2悬架控制器设计

下面给出主动悬架离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制器设计，采用二自由度四

分之一车主动悬架模型。根据第二章的讨论，取控制输出z1为车身垂直加速度ẍs，约束
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输出z2为悬架动行程、轮胎接地性和作动器输出饱和限制，z1和z2分别：

z1 = ẍs, z2 =


xs−xu

Smax
ku(xu−xr)
(ms+mu)g

u
umax

 (4.3.12)

式(4.3.12)中z2已归一化处理。

主动悬架系统方程如(4.2.31)描述。

4.3.3 仿真分析
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图图图 4.4 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应(仿仿仿真真真v = 20km/h)

图4.4、4.5 和4.6给出了离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架（红色实线）、

滚动时域H∞/广义H2主动悬架（绿色实线）、H∞/ 广义H2主动悬架（蓝色虚线）

和被动悬架（黑色点划线）的凸块响应仿真曲线，车速分别为低速20km/h、中

速40km/h和高速65km/h。仿真采用如式(2.1.3)描述的长坡形单凸块作为路面干扰，凸
块高Am = 0.1m，宽L = 5m，采样时间取0.02s，仿真时长2s，主动悬架参数见表4.1。
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图图图 4.5 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应(仿仿仿真真真v = 40km/h)

表表表 4.4 车车车身身身垂垂垂直直直加加加速速速度度度RMS值值值

20km/h 40km/h 65km/h

被动悬架 2.2030 2.4126 2.0804

H∞/广义H2主动悬架 0.6102 0.7141 0.7735

滚动时域H∞/广义H2主动悬架 0.6663 0.7580 1.5736

离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架 0.7636 1.0493 1.5473

从图4.4可以看到，车速20km/h时，离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架、滚

动时域H∞/广义H2主动悬架和H∞/广义H2主动悬架的响应曲线大体相同，均满足约束

要求，都能够很好地改善乘坐舒适性。小扰动作用下，系统远离约束边界，离线优化

的滚动时域H∞/广义H2控制和滚动时域H∞/广义H2 控制以提高性能为主。

由图4.5和图4.6可知，车速40km/h和65km/h 时，H∞/广义H2主动悬架有约束条件

超出了限制，而离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架和滚动时域H∞/广义H2主动

悬架在系统即将违背约束时主动调节避免了超出约束限制。65km/h时，离线优化的滚

动时域H∞/广义H2主动悬架和滚动时域H∞/广义H2主动悬架的车身垂直加速度恶化，
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图图图 4.6 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应(仿仿仿真真真v = 65km/h)

此时大扰动作用下系统接近约束边界，离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制和滚动时

域H∞/广义H2控制降低性能来保证约束满足。

表表表 4.5 控控控制制制器器器平平平均均均求求求解解解时时时间间间

20km/h 40km/h 65km/h

滚动时域H∞/广义H2主动悬架 8.167ms 8.371ms 8.211ms

离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架 0.112ms 0.078ms 0.08ms

从图4.5、图4.6、表4.4和表4.5中分析可知，虽然离线优化的滚动时域H∞/广
义H2主动悬架的乘坐舒适性比滚动时域H∞/广义H2主动悬架略差，但离线优化的

滚动时域H∞/广义H2主动悬架同样能保证约束满足，而且控制器实时计算复杂性低、

求解时间大大加快，比滚动时域H∞/广义H2主动悬架控制器求解时间快得多得多，这

大大有利于实现离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制方法在实际悬架系统中的应用。
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4.4 实验结果分析

上一小节仿真结果表明，离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架能取得比滚动

时域H∞/广义H2主动悬架略微差点的性能，但仍然能够实时调节使系统始终满足约

束条件且控制器在线求解时间显著降低。为进一步验证离线优化的滚动时域H∞/广
义H2控制策略在实际系统中的控制效果，本小节在前文的研究基础上利用1/4车主动悬
架硬件在环实验台，通过实验验证离线控制算法的有效性。
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图图图 4.7 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应(实实实验验验v = 14km/h)

主动悬架实验台参数见表3.1，实验中路面干扰输入选择式(2.1.3)所描述的长坡
形凸块路面。为了保护主动悬架实验台免受损坏、延长使用寿命，路面输入的最

大位移(凸块的高)要低于主动悬架实验台底板运动的最大位移（如表3.1中Xmax =
0.036m），因此实验中选择高Am = 0.032m，宽L = 1m的凸块；另外实验中主动

悬架控制器设计时选取的最大悬架动行程和最大作动力要低于实验台实际允许的

最大数值（如表3.1所示），论文选择最大悬架动行程为Smax = 0.03m，最大作动力

为umax = 25N。车辆行驶速度v = 14km/h和v = 17km/h，实验时间为1s，主动悬架实
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图图图 4.8 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应(实实实验验验v = 17km/h)

验台参数见表3.1。

由于滚动时域H∞/广义H2主动悬架在系统运行时控制器解算时长比系统采样时间

更长，因此不能将其应用在主动悬架实验台的实时控制中。图4.7和4.8展示了离线优化
的滚动时域H∞/广义H2主动悬架（实线）和固定H∞/ 广义H2主动悬架（虚线）的实验

结果。可以看到，车速v = 14km/h时，H∞/广义H2主动悬架的悬架动行程超出了最大

限制，车速v = 17km/h时，H∞/广义H2主动悬架的悬架动行程、轮胎动静载荷比和最

大作动力均违背约束要求，而离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架各约束条件均

保持在最大限制的范围内；离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架牺牲了乘坐舒适

性来保证约束满足，因此图中离线优化的滚动时域H∞/广义H2主动悬架的车身垂向加

速度要比H∞/广义H2主动悬架峰值高出许多。

4.5 本章小结

本章首先介绍了线性矩阵不等式的背景知识，接着基于广义H2范数描述系统约

束、H∞范数作为性能指标设计主动悬架H∞/广义H2控制策略，在此基础上，为了能
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够兼顾主动悬架系统性能的提高和约束条件满足之间的关系，本章结合预测控制的

思想设计了滚动时域H∞/广义H2控制方法，在每个采样时刻求解LMI 优化问题，但
控制器解算时间长、在线计算量大，因此本章又提出了离线优化的滚动时域H∞/广
义H2控制方法，不仅大大降低了控制器求解时间和计算负担，而且控制效果只比滚动

时域H∞/广义H2的控制效果略微差一点。实验结果表明，在实际主动悬架系统的实时

控制中离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制方法能取得良好的控制效果。
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第 5章 H∞/广义H2静态输出反馈控制主动悬架

上一章针对主动悬架系统设计了离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制方法，该控

制方法是基于状态反馈来实现的。状态反馈控制是采用系统的状态作为回馈量，系统

的状态包含系统全面而丰富的信息，能够精确地描述系统的动态特性，因此基于状态

反馈控制的闭环系统能够达到更佳的性能。在实际系统中，由于各种原因，系统的状

态有时并不能够直接测量。有两种思路可以解决类似系统的控制问题，一是搭建可靠

的状态观测器，将难以通过直接测量得到的状态用观测器实现状态重构，然后再用状

态反馈控制的方法设计控制器；二是利用输出反馈控制方法。由于包含状态观测器的

控制系统较为复杂、实施成本高且存在观测误差等原因，很难推广到实际系统中，因

此，输出反馈控制受到了关注。输出反馈和状态反馈的反馈量不同，输出反馈是把系

统的输出量作为反馈量，根据输出量设计控制器构成反馈律，实现对系统的闭环控制

并达到期望的性能指标要求，这里的输出量能够通过测量直接获得。输出反馈控制有

两种不同的方式：动态输出反馈控制 [67, 68]和静态输出反馈控制 [69, 70]。相较于动态输出

反馈，静态输出反馈控制成本低廉、结构简单、系统可靠性高，因此在实际系统中得

到了更加广泛的应用。

本章考虑利用H∞衡量闭环系统的性能输出，利用广义H2范数处理系统的约束，

给出了H∞/广义H2静态输出反馈控制方法。主动悬架的状态变量并不能全部被直接测

量，因此本章将H∞/广义H2静态输出反馈控制方法应用于主动悬架控制器设计，仿真

和硬件在环实验结果均表明该控制方法是有效的。

5.1 H∞/广义H2静态输出反馈控制方法

不失一般性，考虑由如下状态方程描述的系统：
ẋ(t) = Ax(t) + B1w(t) + B2u(t)
z1(t) = C1x(x) + D11w(t) + D12u(t)
z2(t) = C2x(t) + D21w(t) + D22u(t)
y(t) = C3x(t)

(5.1.1)

其中x ∈ ℜnx为状态变量，w ∈ ℜnw为外部扰动，u ∈ ℜnu为控制输入，z1 ∈ ℜnz1为控制

输出，z2 ∈ ℜnz2为归一化的约束输出，y ∈ ℜny为测量输出，C3 ∈ ℜny×nx是测量输出矩

阵，是行满秩矩阵。假设D21 = 0，表明外部输入w不直接影响系统的约束输出z2。
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系统的约束条件

∥z2(t)∥ ≤ 1, ∀t ≥ 0 (5.1.2)

命题 5.1 设计一个静态输出反馈控制器，使得由被控对象(5.1.1)构成的闭环系
统在能量有界扰动作用下内部稳定，从干扰输入w(t)到性能输出z1(t)的H∞范数最小，

从w(t)到z2(t)的广义H2范数小于1，也即满足约束(5.1.2)。

引入静态输出反馈控制

u(t) = Fy(t) (5.1.3)

其中F为输出反馈增益，将式(5.1.3)代入(5.1.1)得到闭环系统
ẋ(t) = Aclx(t) + Bclw(t)
z1(t) = C1,clx(t) + D1,clw(t)
z2(t) = C2,clx(t) + D2,clw(t)

(5.1.4)

式中

Acl = A + B2FC3, Bcl = B1

C1,cl = C1 + D12FC3, D1,cl = D11

C2,cl = C2 + D22FC3, D2,cl = D21

引理 5.1 已知S ∈ ℜn×n是正定对称矩阵，M ∈ ℜm×n是行满秩矩阵(m ≤ n)，
则MSMT可逆。

证证证明明明：：：

证明MSMT可逆，即证方程MSMT X = 0只有零解。

设MSMT X = 0，则XT MSMT X = 0，也即(MT X)T S(MT X) = 0，由于S是

正定对称矩阵，因此MT X = 0，同时有MMT X = 0成立，又因为MMT可逆，所

以X = 0。

综上所述，方程MSMT X = 0只有零解，即MSMT可逆，引理得证。

定理 5.1 对于闭环系统(5.1.4)，给定γ > 0，设计H∞/广义H2静态输出反馈控制

器，当存在合适维度的矩阵U和正定对称矩阵Q，使得下列LMI 优化问题

minimize
γ,Q,U

γ2 subject to (5.1.5)
AQ + QAT + B2UC3 + (B2UC3)T B1 (C1Q + D12UC3)T

BT
1 −I DT

11

C1Q + D12UC3 D11 −γ2I

 < 0 (5.1.5a)
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[
Q (C2Q + D22UC3)T

C2Q + D22UC3 I

]
> 0 (5.1.5b)

有最优解(γ∗, Q∗, U∗)，则相应的静态输出反馈控制器增益为F ∗ = U∗(V ∗)−1，其中V ∗ =
(C3Q

∗CT
3 )(C3C

T
3 )−1，且闭环系统(5.1.4)

1) 内部稳定；

2) 从外部干扰w(t)到性能输出z1(t)的H∞性能小于γ∗；

3) 对于不超过单位能量的外部干扰，系统满足约束(5.1.2)；

证证证明明明：：：

在多目标框架下，由引理4.2(有界实引理)可知，Acl内部稳定且从外部w(t)到控制
输出z1(t)的H∞性能小于给定的正数γ，这等价于当且仅当存在一个矩阵P = P T > 0满
足 

AT
clP + PAcl PBcl CT

1,cl

BT
clP −I DT

1,cl

C1,cl D1,cl −γ2I

 < 0 (5.1.6)

将Acl, Bcl, C1,cl, D1,cl代入矩阵不等式(5.1.6)得到
(A + B2FC3)T P + P (A + B2FC3) # #

BT
1 P −I #

C1 + D12FC3 D11 −γ2I

 < 0 (5.1.7)

其中#表示对角线对称位置矩阵块的转置，本文以下各矩阵不等式中的#表示的意义相
同。使用diag {P −1, I, I}分别左乘和右乘不等式(5.1.7)，然后令Q = P −1，整理得到不

等式 
AQ + QAT + B2FC3Q + (B2FC3Q)T # #

BT
1 −I #

C1Q + D12FC3Q D11 −γ2I

 < 0 (5.1.8)

可以看到，矩阵不等式(5.1.8)中存在两个未知矩阵变量F和Q的乘积形式，通过研究发

现很难采用如第四章的变量替换法将非线性矩阵不等式(5.1.8)转化为一个等价的线性矩
阵不等式。为了解决这个为题，我们设V C3 = C3Q，U = FV，并代入不等式(5.1.8)，
即可得到关于(γ, Q, U)的线性矩阵不等式 [71]

AQ + QAT + B2UC3 + (B2UC3)T # #
BT

1 −I #
C1Q + D12UC3 D11 −γ2I

 < 0 (5.1.9)

也即是LMI优化问题(5.1.5)中的第一个不等式(5.1.5a)。
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由引理4.3可知，从干扰w(t)到约束输出z2(t)的广义H2范数小于1等价于存在一个正
定对称矩阵P ∆使LMI(5.1.10a) 和(5.1.10b)成立，在多目标框架下令P ∆ = P[

AT
clP + PAcl PBcl

BT
clP −I

]
< 0 (5.1.10a)[

P CT
2,cl

C2,cl I

]
> 0 (5.1.10b)

将Acl, Bcl, C2,cl分别代入矩阵不等式(5.1.10a)和(5.1.10b)，得到[
(A + B2FC3)T P + P (A + B2FC3) #

BT
1 P −I

]
< 0 (5.1.11a)[

P #
C2 + D22FC3 I

]
> 0 (5.1.11b)

同时利用diag {P −1, I}分别左乘和右乘不等式(5.1.11a)和(5.1.11b)，然后令Q = P −1，

整理得到以下不等式[
AQ + QAT + B2FC3Q + (B2FC3Q)T #

BT
1 −I

]
< 0 (5.1.12a)[

Q #
C2Q + D22FC3Q I

]
> 0 (5.1.12b)

将V C3 = C3Q和U = FV代入不等式(5.1.12a)和(5.1.12b)，即可得到[
AQ + QAT + B2UC3 + (B2UC3)T #

BT
1 −I

]
< 0 (5.1.13a)[

Q #
C2Q + D22UC3 I

]
> 0 (5.1.13b)

通过观察可以看出，矩阵不等式(5.1.13a)内蕴于不等式(5.1.9)，因此只需求解包含不等
式(5.1.9)和(5.1.13b)的优化问题即可，而不等式(5.1.13b)也即LMI优化问题(5.1.5)中的
第二个矩阵不等式(5.1.5b)。

对于V C3 = C3Q，在等式的两边分别右乘CT
3得V C3C

T
3 = C3QCT

3，则V =
(C3QCT

3 )(C3C
T
3 )−1。若证V可逆，需证C3QCT

3可逆。根据引理5.1可知，C3QCT
3可逆，

因此V可逆。

所以，如果LMI优化问题(5.1.5a)有最优解(γ∗, Q∗, U∗)，则闭环系统(5.1.4)满足定
理5.1中的三条结论。

定理得证。
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5.2 主动悬架控制器设计

本节进行主动悬架H∞/广义H2静态输出反馈控制器设计，采用的是如第二章建立

的1/4车辆主动悬架模型。根据第二章的讨论，取优化输出为车身垂直加速度，约束输
出为悬架动行程、轮胎接地性和作动器输出饱和限制，z1和z2分别是：

z1 = ẍs, z2 =
[

xs−xu

Smax

ku(xu−xr)
(ms+mu)g

u
umax

]T

(5.2.1)

式(5.2.1)中的约束输出z2已归一化处理。

选取悬架动行程和车身速度（簧载质量速度）作为测量输出y

y =
[

xs − xu ẋs

]T

(5.2.2)

主动悬架系统的方程为：
ẋ(t) = Ax(t) + B1w(t) + B2u(t)
z1(t) = C1x(t) + D11w(t) + D12u(t)
z2(t) = C2x(t) + D21w(t) + D22u(t)
y(t) = C3x(t)

(5.2.3)

式(5.2.3)中

A =


0 1 0 −1

− ks

ms
− cs

ms
0 cs

ms

0 0 0 1
ks

mu

cs

mu
− ku

mu
− cs

mu

 , B1 =
[

0 0 −1 0
]T

, B2 =
[

0 1
ms

0 − 1
mu

]T

C1 =
[

− ks

ms
− cs

ms
0 cs

ms

]
, C2 =


1

Smax
0 0 0

0 0 ku

(ms+mu)g 0
0 0 0 0

 , C3 =

 1 0 0 0
0 1 0 0


D11 = 0, D12 = 1

ms
, D21 =

[
0 0 0

]T

, D22 =
[

0 0 1
umax

]T

5.3 仿真结果分析

本章主动悬架系统的路面干扰输入依旧选择如式(2.1.3)描述的长坡形凸块路面，
本小节仿真采用高为Am = 0.1m，宽为L = 5m的凸块，同样取采样时间为0.02s，
仿真时长2s。主动悬架各参数值见表4.1，其中悬架动行程和作动器输出最大值分别
为Smax = 0.08m和umax = 1000N。设车辆行驶速度v = 30km/h，图5.1给出了H∞/广
义H2静态输出反馈控制主动悬架（实线）和被动悬架（点划线）驶过凸块时的响应曲

线。
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从图5.1中能够看出，被动悬架已经撞击限位块，而H∞/广义H2静态输出反馈控制

的主动悬架依然满足悬架动行程、轮胎动静载荷比、作动力等约束要求；相较于同一

路况下的被动悬架来说，主动悬架的车身垂直加速度响应调节时间更短，幅值更低，

显著地提高了乘坐舒适性。通过对表5.1中车身垂直加速度均方根值的分析亦可以看
出，H∞/广义H2静态输出反馈控制主动悬架相较于被动悬架大大改善了乘坐舒适性。
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图图图 5.1 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应（（（仿仿仿真真真v = 30km/h）））

表表表 5.1 车车车身身身垂垂垂直直直加加加速速速度度度RMS值值值（（（仿仿仿真真真）））

被动悬架 H∞/广义H2静态输出反馈主动悬架

v = 30km/h 2.5147 0.8722

5.4 实验结果分析

本小节将利用第三章介绍的主动悬架硬件在环实验平台对本章所设计的主动悬

架H∞/广义H2静态输出反馈控制算法的有效性进行进一步验证。
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路面干扰输入选择式(2.1.3)所描述的长坡形凸块路面，采用和4.3节中悬架实验所
用相同大小的凸块，高Am = 0.032m，宽L = 1m。车辆行驶速度v = 12km/h和v =
13km/h，实验时间1s，主动悬架实验台参数见表3.1。为了保护主动悬架实验台免受损
坏，主动悬架控制器设计时选取的最大悬架动行程和最大作动力要低于悬架实验台实

际允许的最大数值（如表3.1所示），选择最大悬架动行程为Smax = 0.03m，最大作动

力为umax = 25N。

图5.2和5.3给出了H∞/广义H2静态输出反馈控制主动悬架（实线）和被动悬架（点

划线）的实验结果，表5.2展示的是车身垂直加速度均方根值的实验值。

经过对图5.2、5.3和表5.2的分析可以得到和仿真试验同样的结论：H∞/广义H2静

态输出反馈控制的主动悬架的约束输出能够得到满足；同时相比被动悬架，乘坐舒适

性得到明显地改善。
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图图图 5.2 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应（（（实实实验验验v = 12km/h）））

5.5 本章小节

由于在实际中主动悬架系统的状态中只有部分状态能被直接测量，本章提出
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图图图 5.3 悬悬悬架架架凸凸凸块块块响响响应应应（（（实实实验验验v = 13km/h）））

表表表 5.2 车车车身身身垂垂垂直直直加加加速速速度度度RMS值值值（（（实实实验验验）））

被动悬架 H∞/广义H2静态输出反馈主动悬架

v = 12km/h 4.3020 1.2618

v = 13km/h 4.1431 1.6789

了H∞/广义H2静态输出反馈控制策略，利用有限的状态信息作为反馈量进行主动悬

架控制器设计，控制器以H∞范数优化性能输出，以广义H2描述系统约束。H∞/广
义H2静态输出反馈控制的主动悬架能够满足系统约束并很好地改善车辆的乘坐舒适

性，仿真和实验结果均验证了该控制方法的可行性和有效性。
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第 6章 全文总结与展望

6.1 全文总结

社会的进步和发展使得汽车成为民众的主要交通工具，民众对于汽车的要求也在

不断地提高，特别是在乘坐舒适性以及行车安全性方面。传统的被动悬架已经不能满

足人们对汽车性能的要求，这就亟需研究人员研发、设计出一款能够根据不同的行驶

路况自动调节、抑制振动的主动悬架系统。

本文以1/4车辆主动悬架为研究对象，以线性矩阵不等式为工具，考虑乘坐舒适性
以及轮胎接地性、悬架安全、执行机构输出饱和等实际约束，通过理论设计、仿真分

析和硬件在环实验探讨了主动悬架系统的多目标控制问题。

本文以H∞范数作为性能输出的优化指标，利用广义H2范数在时域内捕捉系统硬约

束，对系统约束输出峰值直接限幅。针对滚动时域H∞/广义H2控制器求解耗时多、在

线计算量大的问题，本文提出了离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制方法，该方法大

大降低了在线计算量，缩短了控制器求解时间，而且能够兼顾控制性能提高与约束满

足的矛盾关系，在大扰动作用下也能保证满足系统约束。实验结果显示，在主动悬架

系统的实时控制中离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制方法能取得良好的控制效果。

针对实际悬架系统中只有部分状态量能直接测量得到的问题，本文设计了H∞/广
义H2静态输出反馈控制策略，利用有限的状态信息作为控制系统的反馈量，仿真和硬

件在环实验结果均表明了该控制方法是可行的且具有良好的控制效果。

6.2 工作展望

论文研究了主动悬架H∞/广义H2控制，主要是离线优化的滚动时域H∞/广义H2控

制方法和H∞/广义H2静态输出反馈控制方法。虽然仿真和实验结果均表明这两种控制

方法具有良好的控制效果和一定的优越性，但还有以下内容值得继续深入研究：

1) 本文建立的1/4车二自由度主动悬架模型只有一个车轮，只能考虑汽车的垂向运
动，不能考虑汽车的俯仰和侧倾运动，因此不能比较全面地研究车辆系统各方面的特

性如姿态控制，下一步可基于半车模型或七自由度全车模型进行主动悬架各方面性能

的研究。
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2) 本文第四章提出的主动悬架离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制策略虽然不

仅能够不断地协调提高控制性能和满足约束的矛盾关系，而且控制器求解简单、耗时

短，在线计算量小，但该方法是基于状态反馈来设计的，而主动悬架系统的状态不能

全部直接测量。另外，本文第五章研究的主动悬架H∞/广义H2静态输出反馈控制策略

只能在路面干扰的能量低于某个数值的情况下才能保证悬架系统约束不超出限制，一

旦路面干扰能量过大，该方法将不能保证约束满足。因此，下一步将研究基于输出反

馈的主动悬架离线优化的滚动时域H∞/广义H2控制策略。

3) 本文对主动悬架控制策略的研究目前尚只停留在实验台实验阶段，未进行实车
试验，接下来可对主动悬架实车进行控制策略的试验验证。
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